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Punktrechnung und projektive Geometrie.

Dritter Teil:
Die linearen Verwandtschaften in der Ebene.

Von

Hermann Grafsmann,

Siebenter Abschnitt.!)

Die Kollineation.

Fiir die analytische Behandlung der geometrischen Verwandtschaften ist es von Nutzen,
Briiche einzufithren, deren Zihler “und Nenner geometrische Grifsen. zum Beispiel Punkte oder
Strecken, Stibe oder Felder sind. Die geometrische Bedeutung und die rechnerische Hand-
habung solcher ,extensiven Briiche® mige an dem DBeispiel der kollinearen Verwandtschaft
in der Ebene entwickelt werden.

Man benutze dabei als Grundpunkte drei nicht in gerader Linie liegende vielfache Punkte
Ep =My a, & ="ha, e —uya,,
deren Massen m,, My, M, in der Weise he-
stimmt sein mégen, dafs das dufsere Produkt '
2300 . . . [eeye] =1 | —

: . C: 9
wird, und dafs iiberdies ein der Lage nach S

beliebig gewidhlter vierter Punkt e, welcher — \
nur nicht mit zwei Grundpunkten in der- / \
selben geraden Linie liegen mag, der Ein- i : c®
heitspunkt wird, dafs also __,,_::."h--,____ @

231) . ¢ se=et e e a0y e =
wird (vgl. Fig. 54). Durch diese beiden G £
Forderungen sind, wie im sechsten Ab- e
schnitte gezeigt ist, die Massen der drei
Grundpunkte eindeutig bestimmt und da- Bl e \
mit auch die Masse des Einheitspunktes. Aufserdem lifst sich jeder beliebige weitere Punkt
z der Ebene als Vielfachensumme der drei Grundpunkte e, e,, e; also unter der Form

232) T=16 T X%t T L3

1) Die drei ersten Abschnitte der vorliegenden Arbeit erschienen im Jahre 1804 als Beitrag fiir die

Festschrift der Lateinischen Hauptschule zur zweihundertjihrigen Jubelfeier der Universitit Halle-Wittenberg
unter dem Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster Teil: Punktrechnung. Die drei folgen-
den Abschnitte bildeten die Beilage zum Programm der Lateinischen Hauptschule vom Jahre 1896 mit dem

Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Zweiter Teil: Grundlagen der projektiven Geometrie,




darstellen. Seine Ableitzahlen sind dabei die auf das Dreieck e, e, ¢; als Fundamentaldreicek
bezogenen Dreieckskoordinaten des Punktes z.

| Will man jetzt einen Verwandtschaltsfaktor | definieren, der jeden beliebigen Punkt x
j der Ebene bei der Multiplikation in 1 (im meinen) von ihm getrennt liegenden, ein-
JI. deutig bestimmten Punkt y = xf derselben Ebene iberfithrt, so hat man

erstens diejenizen Punkte b, &, b; festzulegen, die den Grundpunkten e, e, ¢; 2u
Ll geordnet werden sollen, welche alse den Gleichungen
RN R S R R £y [ I'IIE . Eal ."J::. -'__1 "I":.
| Geniige leisten. Daneben aber kann man

zweitens noch die Forderung stellen, es solle ein jeder Punkt

T= Y10 T Lafs T Ly,
! welcher durch die drei Zahlgrifsen ry, X, &y aus den drei Grundpunkten e, ¢, €
ist, in denjenigen Punkt zf umgewandelt werden, )
: G |
der aus den ,,Bildern® b, by, &; der drei Grund- |/
. ket & v [/
punkte durch diesefben Ableitzahlen entwickelt 6
wird, das heifst in den Punkt /|
234) . . awlf=p5b +nb 4 5. @l ' |
Durch die Punkte 2 und xf wird dann die Ebene 3
doppelt iiberdeckt. Zur Unterscheidung mogen
die Punkte x die Punkte des ersten Systems und
die Punkte xf die Punkte des zweiten Systems ge- / -
nannt werden (vgl Fig. bb). \ |
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Der durch die beiden angegebenen Forderungen sachlich definierte Verwandtschafts-
faktor t lifst sich nun aber formell durch einen Bruch mit den drei Nennern e, e, ¢ und
den dret entsprechenden Zihlern b, b,, b, ausdriicken, das heifst in der Form

. B, 0,
28B) . v 4 o w e w e v es Bem A 223
“I = r'_,. -"_i
i Durch eine solche Bruchdarstellung kann man nimlich andeuten, dafs aus jeder von den drei
! in den Nenner gestellten Grofsen e bei der Multiplikation mit  der entsprechende Zihler b
hervorgeht, dafls also wirklich die drei Gleichungen bestehen
285 - o e el Sl il b I e S
, Man wird aber zugleich auch der zweiten von den beiden oben gestellten Forderungen gerecht,
. wenn man noch die Bestimmung hinzufiigt, der Bruch § solle sich einer Vielfachensumme von
Punkten gegeniiber bei der Multiplikation distributiv verhalten. In der That wird dann
i
e |
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I i L T hnu nd projektive Geomotrie. I3
el = (y 603 1y o) b = pegl o35 b1y ef
das herlst wegen 230)
xf 1'|f,| ) Ly £ o

wie oben in 234) ver oL wurde.

Setzt man endlich noch fest, dals zwei Verwandtschaftsfaktoren, welche Punkte in
Punkte iiberfithren, und ebenso zwei Vielfachensummen solcher Verwandtschaftsfaltoren dann
und nur dann einander gleich pesetzt werden sollen, wenn sie mit .f”“l"”’ Punkt der Ebene
multipliziert Gleiches liefern, wobei wie immer an der Distributivitit der Multiplikation fest-

gehalten wird, so ist damit der Verwandtschaftsbruch | awch als f",u'_n'.illl'-,\-r' \'u”-iilncﬂi;{ definiert.

[nsbesondere erscheinen alsdann die Zahlgrifsen als specielle Fille eines solchen Verwandt-

schaftsbruches. So hat zum Beispiel der Brucl

mit der Zahlgrifse 1 die Eigenschaft gemein, jeden Punkt & bei der Multiplikation unver-

dndert zu lassen, und man kann daher jenen Bruch

- = 1
Giis Cus O3

teit gewonnen, einen Verwandtschaftsbruch von

setzen. Damit hat man dann zugleich die Méaglich
der Form 235) mit einer beliebigen Zahlgrifse durch Addition oder Subtraktion zu verkniipfen.
Ferner ergicht sich sofort, dafs es zur Gleichheit zweier solcher Verwandtschaftsbriiche

hinreichl, wenn sic mit drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten multipliziert Gleiches

liefern. Sind namlich £ und F zwei solche Verwandtschaftsbriiche, welche mit drei nicht in
gerader Linie liegenden Punkten d;. oy, d; multipliziert Gleiches liefern, fiir die also die

Gleichungen bestehen

e e e AT i B dof et o, 1,
so wird sicher auch [ir jeden belieligen Punkt x
=l = ol

s0 dals man also auch setzen kann

I=F
Denn jeder beliebige Punkt # der Ebene lifst sich aus den drei nicht in gerader Linie liegen-
den Punkten d,, d,. d; numerisch ableiten. Es sei etwa
g el

T = 0y dy + 0.y +
dann wird
wf =, d ¥+ 0, dif + 0, 4,8, das heifst wegen )
ap @& P 4 e LT -0y &y F
= (a,dy + 0ad, - a,d:)}
=T,

womit die obige Behauptung bewiesen ist.

Aus der analytischen Forderung der Distributivitit des Bruches [ entspringen unmittel-
bar die geometrischen Grundeigenschaften der Verwandtschaft,
zunichst diejenige Eigenschaft, der die Verwandtschaft § ihren Namen Kollineation
verdankt. Sind ndmlich x, y, & drei Punkte einer Geraden (vgl. Fig. 56), so lifst sich jeder
von ihnen als Viellachensumme der beiden andern darstellen, das heilst, es wird zum Beispiel
B = 3 el N e R e e e T
chen nun aber nach Obigem die Punkte

xf, yI, ~f,

Den drei Punkten z, ¥, & entsy

und es wird mit Riicksicht auf 237)
of = (x4 yy)t,




Hormann G 1, Punk
1 woraus wegen der Distributivitit von [ folgt, dafs
| 238) . S e T S .
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{ | ist. Diese Gleichung abe
I auf
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einer Geraden

lic Die Verwandtscha
susammen auf einer Geraden liegen, die als

kollineare Punkte entsprechen.
neare Verwandtsc

also

, Wie Inan
Aus diesem Grunde
1aft oder Kollineat
Eine Eig
lzollinearen Verwandtschaft

heilst
zweite

enschaft der
die mit der
crsten eng zusammenhingt, lilst sich
ebenfalls unmittelbar aus der Distribu-

e
tivitiit des Bruches [ ableiten, nimlich
die Tnvarians des Doppelverliilinisses
von vier Punkten eciner Geraden.
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IFig. 56
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wickelt

Fig. b7
kommt,

(3 1

stets in der Form darstellen

@, Y,
(vgl, Fig.

=z-+4y, v =2z-+ by
97), und das Doppelverhiltnis des Punktwurfes myuv wird
o I..F' H-.l i f'i
230 A A R :
das heifst

i =
: 3 = 1
ley]  [vy] D
nun ', ¥, @', v digjenigen Punkte,

aie
7

w = ul = (x+ zf+ gyl = a' 4 g
(4 hy)f = zf 4§yt
Die vier Punkte

T+ byt
des zugeordneten Wurfes erscheinen daher unter der Form
.r.l‘ I|IIIIII Illrl' J.I dl JJ‘”.. Irl.l
Sein Doppelverhiltnis wird also wieder
240)
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5 13, 1
der Punkt

Figensc

SALL,

kollineai

Verwandtschalt

gleich dem Verhiltnis der Parameter des dritten und des vierten Punltes.
=
neation [ zugeordnet sind, so wird

xf, ' = yf und mit Riicksicht auf die Distributivitit von [
Fayt
p = wf

f mit den Punkten =f und yf

dafs Punkten,

sind ,

[

Wie schon gelegentlich der Einfiilhrung des Doppelverhiltnisses (Teil II, S. 38) ent-

ist, lassen sich vier in einer Geraden liegende Punkte, auf deren Masse es nicht an-

Sind
den Punkten x, y, #, ¢ jenes Wurfes in der Kolli-
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I nn i I Punktrechnung und LT
Aus der Invarianz des Doppelverhiiltnisses eines Punktwurfes aber folgert man weiter
den Satz:
Jede Punktreihe wird durch eine Kollineation in eine projekiive Punkt-
reihe iibergefiihrt,

Will man noch die Frage beantworten, wie viele Punkte man in den beiden Systemen

der Punkte z und «xf beliebig wihlen darf, um die Verwandtschaft festzulegen, so denke man
sich auch uber die Massen n,, m,, wy der Zihlerpunkte &, by, by des Bruches [ in entspre-
chender Weise verfiigt wie iiber die Massen der Nennerpunkte, nimlich so, dafs
erstens das Produkt
241}y . .. [ bs B 1 wird, und dafs
zweitens ein der Lage nach belichig gewihlter
Punlkt # der ]':il.‘.||lt'ith|'tl'.!|‘||{t der drei Punkte |r.l| - .l'.-!I |"a:| ‘.'.'il'tE,

dafs also
7 R N o L y @t
wird (vel. Fig, 58). \
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Fig. 58.

Durch diese beiden Forderungen sind dann auch die Massen der drei Zihlerpunkte &

eindeutig bestimmt, und es wird zugleich
el e b+ et = (e, + & + )k el,

L 30 [ T fJ[ B Jrr._, - Ii.-':l_
das heifst, der Einheitspunkt & des Ziahlersystems wird durch die Kollineation  dem Einheits-
punkte ¢ des Nennersystems zugewiesen. Da nun aber sowohl die vier Punkte ¢, e;, e; und e,
wie die vier Punkte b,, b,, b; und b ihrer Lage nach ganz beliebig gewidhlt werden kiinnen,
so hat man den folgenden Fundamentalsatz:

Um eine Kollineation in der Ebene festzulegen, kann man wier beliebig

gelegenen Punkte des einen Systems wier beliebig gelegene Punkte des andern

zuweisen, Dadurch ist dann die Verwandtschaft eindecutig bestimmt.
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1 Durch die sochen gt'll'iJ:-l-l']1|'Il ]:L'.\:\-'\'.".I'.ll:I;:t':'l ither die Massen det :f’:.fi]]||-|]|.||'.'_._'_|- B sind

5 dic drei Zihler des Bruches | mit seinen drei Nennern durchaus gleichartig definiert. Der

durch die Vertauschung der Zihler und Nenner von t hervorgehende reciproke Bruch
N s P e M R L AR
i I .l'.'l_ B .'IIJ.;
l wird daher ebenfalls ecine Kollineation darstellen miissen, und zwar gerade die umgekehrte,

il |

| in die entsprechenden Punkte 2 des ersten Systems zuriickverwandelt werden.  Denn nach

| M pinverse* Kollineation, durch weleche die Punkte @®f des zweiten Systems der Kollineat

dem Begriffc des extensiven Bruches wird
b S L et e R e L £

Ist also wieder

Lty T Loty 7 Yty

x, das heifst; es wird wirklich

246) : 2 . . N .

Eine besondere Betrachtung verdienen noch diejenigen Punkte, welche durch die

Kollineation den Streeken der Ehene zugewicsen werden, und andrerseits die Punkte, die durch

die Kollineation #n Strecken vertcandell werden. Wie in Teil 1 auf S. 4 ff. gezeigt ist, konnen

die Strecken der Ebene als die im Endlichen licgenden und in ihm verschiebbaren, gleich

sam greifbar gewordenen Abbilder der unendlich fernen Punkte aufgefafst werden, und eine

solche Strecke stellte sich dar als die Differenz zweier im Endlichen liegenden Punkte von

! gleicher Masse. Leitet man zum Beispicl aus den Grundpunkten e; durch Division mit ihres

Masse m; die entsprechenden einfachen Punkte ab und bildet aus diesen die Differenzen

o ]uJ £y Fy = E3
a4 il T et P TR A i — i y o M - :
2 , g S S T
\ ; so erhilt man die Ausdriicke fir zwel Strecken, die nach Linge und Richtung mit zwei

Seiten des Fundamentaldreiecks iibereinstimmen (vel. Fig. 59).  Aus diesen beiden Strecken
lifst sich dann jede weitere Strecke g der Ebene numerisch ableiten, das heifst, es lassen
sich zu jeder Strecke g der Ebene zwei Zahlgréfsen a, und a, finden, fiir welche die Glei-
chung besteht

o A e e el S e e LR O ¢+ O
. und umgekehrt stellt jeder Ausdruck von der Form 248) eine Strecke der Ebene dar.
" Bezeichnet man weiter dicjenigen Grifsen, welche die Kollineation £ den drei Strecken
iy 92 und g zuweist mit g;, ¢, und g, setzt also
PR U T e e R R e G i T e B e A
o R e T e s I S 0 % by und
m, iy 1, m,
2BT) o R e e s 0 g 0. O
Es bieten sich dann der Betrachtung zwei wesentlich verschiedene Fille dar.
. Erstens nimlich der Fall, wo die beiden Griifsen ¢, und g, selbst wieder Strecken
{ sind.  Dann ist auch ihre Vielfachensumme ¢ eine Strecke; die Kollineation £ verwandelt also
uberhaupt jede Strecke g der Ebene wieder in eine Strecke, oder anders ausgedriickt, sic
3 oy |
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weist jedem unendlich fernen Punkte wieder cinen unendlich fernen Punkt zu. Daraus aber

gerade Linien, die einen unendlich fernen Punkt

let. dafs I.'J-’r-"-'!.'lll'-r'ff (Feraden R:|-'I*~ 'm-

emein haben, in gerade Linien derselben Art tibergefithrt werden, alse bei ihrer Abbildung

I.'H.l."rl’.".'r.' I Blethen

Die durch diese Eigenschaft charakterisierte besondere Art der Kollineation fithrt den

Namen Affinitéit. Ihr analytisches Merkmal findet man, wenn man die Bedingung aufsucht,
unter der die Punkte des Minuendus und Subtrahendus der Differenzen 250} gleiche Massen
besitzen. Dazu bezeichne man noch die Massen der Grundpunkte /; des zweiten Systems
Loy F e

i ; gleiche Massen haben,
m m oMy

mit 1n;, so werden die in Betracht kommenden Briiche

iy
sobald sich verhilt
SB2Y o e e o P TG ity —
Man hat also den Satz:
Eine Kollineation wird zur Affinitit, wenn diec Massen der drei Grund-
punkte des ersten Systems den Massen der drei Grundpunkte des zweiten pro-

portioniert sind.

Fig, 59.

Der zweite, allgemeinere, Fall ist der, wo die Bedingung 252) nichi erfiillt ist, wo
also die beiden durch die Differenzen 250) dargestellten Punkte ¢, und ¢, nicht beide zugleich
unendlich fern sind [:\':_;], Fig. 59). Dann liegt wegen 251) ein jeder Punkt i, der im zwelten
Systeme einem unendlich fernen Punkte g des ersten Systems entspricht, auf der durch die
Punkte ¢, und ¢, bestimmten Geraden
("IJI b j ( by ’ by )‘ [ 5 b | i |"I'-='I’|| ( 16y by | :

i, mg /g my ) Mty Mgy My

L_J.'-l::'l . ) ir_lrI 'r.l"_'|

deren Punkte den unendlich fernen Punkten des ersten Systems zugeordnet
sind, heifst die Fluchtlinie des zweiten Systems. Der filr sie gewonnene Ausdruck ver-

Diese Gerade )

B 1

cinfacht sich noch etwas, wenn man entsprechend den obigen Gleichungen
171« o e e [ae] =B (el =T, [e6] = £

auch fir die Produkte [#; 8] kurze Bezeichnungen einfithrt, also ctwa setzt
254Y . L e o e k] = Bn k)= By [000,] = By

Dadurch verwandelt sich der Ausdruck fiir € in
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my By e By -, B

Tty 11, 1,

SR it AN AT B s S !

Eine zweite Fluchtlinie, nimlich die Fluechtlinie des ersten Systems, erhilt man,

: ; | .
wenn man diejenigen Punkte aufsucht, die durch die inverse Kollineation ¢ den unendlich
fernen Punkten des zweiten Systems zugewicsen werden. Sind i und ps dic Punkte des ersten

Systems, die den Strecken

3 b b, b,
BN e, e T B Ry, SR c
: T iF T e
des zweiten Systems entsprechen, ist also
| o)
257) R TR e Rl P
i | l- fl- 2 [—
und daher wegen 244)
258) ; G Gy ; ta By
= - . s £ & ‘ : . § 2 = 1
' 2 1, N k% Ity i
so erhiilt man fiir die Fluchtlinie P des ersten Systems die 10
N [/ e (o . g a8y ety | [e. &,
258) . . P=[pp]=|{= ]( = —] L% T s | 212
' L L 1 R | TR 1, 1, 1y 1y 1y
ader
By B, o E
B P e s e T e 2 ns

l|l My Tig
Die Thatsache, dafs bei der allpemeinen Kollineation den unendlich fernen Punkten der
Ebene sowohl im ersten wie im zweiten System die Punkte einer Geraden entsprechen, bildet
den Grund dafiir, dafs man sich bei Betrachtungen, die mit der allgemeiner kollinearen Ver-
wandtschaft zusammenhingen, die unendlich fernen Punkte der Ebene in ciner geraden Linic
vereinigt denkt und geradezu von der unendlich fernen Geraden der Ebenc spricht.

Fragt man schliefslich noch, ob es Punkte d; in der Ebene giebt, die mit ihren-ent-
sprechenden Punkten d;f zusammenfallen, die sich also bei der Multiplikation mit dem Kol-
lineationsbruche [ héchstens ihrer Masse nach findern, nicht aber ihren Ort wechseln, so

crhilt man fiir diese Punkte — sie mogen die Doppelpunkte der Kollineation heifsen
Gleichung
L L el e R e

in der 1; einen Zahlfaktor bedeutet, der die Massendnderung des Punktes d; bewirken soll,
und in welcher selbstverstindlich d; nicht null sein darf. Diese Gleichung lifst sich zunichst
in der Form schreiben

e P B o e e | di(t; — §)
und verwandelt sich, wenn man noch die ;'\Ebll.'it.ir‘,{l]'l].l.'ﬂ von d; mit by, Da, Dig bezeichnet, also
Ef;.’l} . . . . . . . . . rl‘l; == i'I“ (] : \?- 3 &2 -1 D g Cg

setzt, in
U= Dne(ti—0 4 Disea (s — ) -+ byg ey (i —1)

oder wegen 236) in

L T Sl =gy (e 1y — {"ll' —~+ Do {ea vy — ba) -+ D;g "r f_rl;;J.
Hier kénnen Ll:ll]ll nicht alle drei Koeffizienten by ;_:Iuch;q 111__[ m|1| sein, weil sonst wegen 263)
auch ; verschwinden wiirde, was oben ausgeschlossen ist. Wenn aber von den drei Zahl-
grofsen Diy, Diz, Dig auch nur eine, etwa die Gréfse 0ir von Null verschieden ist, so folgt aus
der Gleichung 264) durch Zuflsere Multiplikation mit dem Produkte [(eat;— ba) (es 1 bg)] und
Division mit d;; die Gleichung
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A sy s R o e LAl LR R R D) (e v — bo) (g vi — By U,

[lir die man wegen 230) und 241), 171) und 254) auch schreiben kann

266) «© 3 H by By | £ 125 [Dg B} 12 HBrer] + [ Baes] [ Byes]) 1 1 = 0.
Diese Gleichung dritten Grades liefert fir die Zahlgrisfse v; drei Werte U, Ty, Ty, welche die
Hauptzahlen des Bruches [ heifsen mogen. Hat man si¢ bestimmt, und sind alle drei
I

Hauptzahlen reell und von einander verschieden, so lifst sich zu jeder Hauptzahl v mit Hilfe
der Gleichung 264) der ihr zugehérige Doppelpunkt & ermitteln.l) Multipliziert man namlich
die Gleichung 264) der Reihe nach mit den Punkten ety — by (I 1, 2. 3), so erhilt man die
Verhiltnisse der drei Ableitzahlen by, b, ;s des Punktes d. Durch Multiplikation mit dem
Punkte epr;

i— 0y ergiebt sich zum -Beispiel die Gleichung

0 = s [(ents — by) (er0i — ba)] + Dig [(ert: — by) (eati — by)] .
Aus ihr aber und den beiden andern so entstehenden Gleichungen folgt die laufende Pro-
portion

267)

(Eat; — ba) (eavs — ba)] : [(eats — ba) (e 0; — by)] @ |(ex vy — by) (g2 1; — Ba)],

welche mit einziger Ausnahme des Falles, wo die drei Produkte auf der rechten Seite gleich-
zeitig verschwinden, fiir jeden Wert von ¢ die drei Ableitzahlen by des zugehdrigen Doppel-
punktes d; bis auf einen Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmt.

Diese drei Doppelpunkte sind im Falle ungleicher Hauptzahlen, auf den oben die
Untersuchung beschrinkt worden ist, auch ihrer Lage nach von einander verschieden. Denn
angenominen, es wiren zwei Punkte d; bis auf einen Zahlfaktor einander gleich, also etwa

W 8
wo & eine von Null verschiedene Zahlgrifse bedeutet, so milfste auch
d,t =& d,f, das heilst wegen 261)
tydy = & 1,y oder wegen ¥)
T, 8d; = 8 1yd, sein.
Da aber nach der Voraussetzung § und @, von Null verschieden sind, so kann diese Gleichung
nicht anders bestechen, als wenn v, =1, ist, was oben ausgeschlossen ist. Folglich liegen die
drei Punkte d; von einander getrennt.

In dem Falle ungleicher Hauptzahlen kénnen aber auch nicht etwa die drei Punkte

in einer geraden Linie liegen; denn dann mifste sich jeder von ihnen als Vielfachensumme

SO etwa

) dy = 8, d; + 5,d,

der beiden andern darstellen lassen, a
sein, wo & und &, zwei von Null verschiedene Zahlgréfsen sind. Diese Gleichung aber fithrt
ebenfalls auf ecinen Widerspruch. Aus ihr folgt nimlich wieder durch Multiplikation mit f
die Gleichung

dif =8 d ¥4 3 4,1,

fiir die man wegen 261) auch schreiben kann

Tydy ==& v, d, + 8, t,d, oder wegen

i

U (Sid + 8.d) =& t,d, + 8 t.d, oder endlich

T S e - e B —r)d S5 0y —n)d = 0.

1) Vergleiche hierzu meine Darstellung der Kollineationen des Rawmes in den Anmerkungen zur neuen
Ausgabe der Ausdchnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 (Hermann Grafsmanns gesammelte mathe-
matische und physikalische Werke. Ersten Bandes zweéiter Teil. In Gemeinschaflt mit H. Gralsmann d. J.
herausgegeben von Fr. Engel. Leéipzig, Teubner 1896. S. 435—464). Dort habe ich auch die oben iiber-
gangenen Fille gleicher und komplexer Hauptzahlen eingehend behandelt,




{

1

Nun stehen aber, wie oben bewiesen

die Punkte 4, und ¢, nicht in einer Zahlbezichung;

Null !wi!';l..l S0

ifsen §; und

und da nach der Voraussetzung 1
werden, als wenn

Gleichung ) nicht anders befried

Ty — Xy 0 und -

i‘*t, was der \"H]'[IRL\W-.‘.MUE'I_L;' '~‘|i:|c'2'h'|llt"-{'31-'.'] k'.E'II'l:l', dafs alle drei |_|;|_]|!5|;’_4|_]]||~1| von einander
verschieden sind.

Unter den angegebenen Bedingungen besitzt daher die Kollineation drei ein Dreieck

bildende Doppelpunkte.

Da die Kollineation [ den Punlilen ciner e raden stets wieder Punlle einer Geraden
1

zuweist, so kann man die durch den Bruch P definierte Verwandtschaft auch als eine Be-

zichung zwischen den Geraden der Ebene auffassen. Diese Abbildung der Geraden der
Ebene wird aber durch den Bruch f nur indirekt vermittelt. Um eine direktere Darstellung
derselben zu finden, beriicksichtise man, dafs die Gerade eines beliebigen Stabes ya| durch
dic Kollineation f in die Gerade des Stabes [yf.2f]
lt.xt]=T¢ .]rﬁ. 1 e : 3 L 2 I ke ;
lgl.2L]=Hx]. itbergefithrt wird (vgl. Fig. 60), und suche die Beziehung
zwischen den Ableitausdriicken dieser beiden Stibe auf.

Sctzt man wie gewdhnlich
i = 1, ¢ VePe— Ha e
yr ] i BBy T Fale t daly,

so wird mit Ricksicht auf 171)

iR e T e Y . s 1 P et
269) . [y4] il i 2R B BEge il B
o A ¥4 i1 o
Andrerseits wird
g gl =10, + 00 + 1504
" i) et E S R
X | 28 =30 + 3by + 30y
also bei Benutzung von 2504)
= y :-l'!.' “: ]:':: lI| 1]- ]]s
Fig. 60. 271) [yt af] B, 4 B, 1B,
da2 da 3 Al AL e

Der Stab [yf-«f] wird also aus den Stiben B,, B,, B, durch diesclben Zahlgriifsen
abgeleitet, durch die der entsprechende Stab |ya] aus den Grundstiben F,, F,, FE, hervor
und [yf- xf
weisen, wenn man neben dem Bruche f noch einen zweiten extensiven Bruch § cinfithrt,

ging; und man wird daher allgemein die Geraden der Stibe [y cinander zu-

dessen Nenner und Zihler die Stibe ) und B; sind, das heifst die multiplikativen Komhi-
nationen ohne Wiederholung zur zweiten Klasse aus den Nennern und Zihlern des Bruches f,

wenn man also setzt

g Liee] MRS e s e R e

ist. In der That wird dann
ST SR SRR e Ty Ry BT
und man erhalt den Satz:
by by Dy

Cps Gy B

Adjungiert man einem Kollineationsbruche f einen zweiten

By, BelBy

Bruch § in der Weise, dafs dieser ncuec Bruch den Seciten F; des




n Grafmann, Punktrechning und projektive Goometris, 111

Nennerdreiecks von [ die Seiten B: des Zihlerdreiecks von [ zuordnet. diese
Seiten dargestellt als die dufseren Produkte der Grundpunkte von f. so weist
der ,adjungierte Bruch" § iiberhaupt jedew: Stabe |#%|, das heifst jedem Pro-
dukte zweier Punkte y und » des ersten Systems den Verbindungsstab Iyt - 28] ilirer
Bilder yb und 2f im zweiten System zu. :
Der Gleichung 274) lifst sich auch noch ecin dualistisches Gegenstiick an die Seite
stellen. Da niimlich nach 174) den Formeln 273) die dualistisch entsprechenden Formeln
(o =[B B, =B E], 6=
: I { ,Hi f,"_:|1 |"a._. :.”;; .IrJII | I'I-':: ||“1 jf.:_,

army L, :

gegeniiberstehen, so erhilt man fir den Schnittpunki | F W] zweier beliebigen Stibe 7 und W,

genau ebenso wie oben fiir den Verbindungsstab lyz| zweier Punkte & und =z, die Gleichung
ST6)N L A L il W = [T, W]
und damit den Satz (vgl, Fig, 61):
Dem Schnittpunkte zweier Stibe 7 und W wird durch den Kaollineations-
broeh [ der Schnittpunkt derjenigen beiden Stibe FR und WS zugeordnet, welc

1C

den Stiben 17 und W durch den adjungierten Bruch § zugewiesen werden.
Uberhaupt ergicbt die neue Auf-

fassung der Kollineation als Stabverwandt-

Fm] I

schaft fitr jeden oben gewonnenen Satz eine
dualistisch entsprechende Eigenschaft. [ns-
besondere kann man wieder aus der Distri
butivitit des Bruches § den Satz folgern: .
& L 3 R
2 Jeder Strahlwurf wird durch

n. eimen Strahl-

eine Kallineation

wurf von demselben |]1||1||L-]\'L‘1'|1§_l]1'—
nis iitbergefithrt. : Fig. 61,
Hieraus aber folgt weiter:

Jedes Strahlbiischel wird durch eine Kollincation in ein projektives Strahl-

biischel verwandelt
Ferner: Bei der kollinearen Abbildung wird das Bild einer Kurve zweiter
Ordnung wieder eine Kurve zweiter Ordnung.

Wie in Teil IT auf S. 44 gezeipt ist, kann man namlich Jede Kurve zweiter Ordnung
als geometrischen Ort derjenigen Punkte ¢ auffassen, welche vier feste Punkte «, b, e, d durch
emnen Strahlwurf von :'i_"(_'g__F"ll'H:".lTl Doppelverhiiltnis g projicieren. Wenn aber das Dappel-
verhiltnis eines jeden Strahlwurfes bei der kollincaren Abbildung erhalten bleibt, so projiciert
auch das Bild «f des laufenden Punktes « jener Kurve zweiter Ordnung die Bilder af, 5L
cl, df jener vier festen Punkte durch einen Strahlwurf von dem Doppelverhiltnis q, das heiflst,
auch der Punkt @f beschreibt eine Kurve zweiter Ordnung.

Ganz ebenso lifst sich iibrigens aus der Invarianz des Doppelverhiltnisses eines Punkt-
wurfes der Satz ableiten:

Bei der kollinearen Abbildung wird das Bild einer Kurve zweiter Klasse
wieder eine Kurve zweiter Klasse.

Denn eine jede Kurve zweiter Klasse kann nach Teil II, S. 45 als Enveloppe aller
Geraden 17 aufgefafst werden, die von vier festen Geraden in einem Punktwurf von gegebe-
nem Doppelverhiltnis q geschnitten werden. Wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses
bei der kollinearen Abbildung wird daher auch das Bild 7§ der Geraden 7 die Bilder AR,
BR, O, D§ jener vier festen Geraden in einem Punktwurfe vom Doppelverhiilinis g

schneiden, das heifst, selbst cine Kurve zweiter Klasse umhiillen miissen.

RASOKERENE
ATIFrENAEK
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Um endlich noch die Frage zu entscheiden, ob cine Kollineation auch durch vier Paare

z||§_-:|'t'-|i]1]!'lt': (Geraden |.e'r».','_:4'.!\':_;| werden |;,||1-|, beweise man zunichst den I|:|;_'\Il'l'.'i"|!
Sind in einer Ebenc vier gerade Linien (¢, (f,, (4, (#, gegeben, von denen keine drei

durch einen Punkt gehen, so lifst sich stets ein Fundamentaldreicck angeben, dessen Grund

stibe M, F,, F, dreien von diesen Geraden angehéiren, wihrend zugleich sein Einheitsstab

B=F BB

in der vierten Geraden gelegen ist (vel Fig. (62)

Zum Beweise bezeichne man mit a,, @, a, dicjenigen drei einfachen Funkte, in denen
sich die drei Geraden &, #,, (f; schneiden, und mit ¢ den ecinfachen Punkt, welcher de

vierten Geraden (7, in Bezug auf das Drei

eck @, a; @, als Pol zugeordnet ist (vgl.
Teil II, S.54). Mit Riicksicht auf dic
socben iiber die Geraden (7; getroffenc
Festsetzung, nach der keine drei von
den vier Geraden ; durch eimen Punlkt
sehen sollen, nach der also insbesondere
die Gerade /; nicht durch eine Ecke des
Dreiecks @, a, @y hindurchgehen darf,

dann der Pol @ der Geraden 7, auch nicht

Rl I

mit zweien von den drei Ecken ay, a,, a3
jenes Dreiecks in einer geraden Linie
liecgen. Der Punkt @ erfiillt also in Bezug
auf das Dreieck a,a,a, dic Bedingung,
diec oben in Teil I, S. 46 an den Ein
heitspunkt des Fundamentaldreiecks ge
stellt wurde. Wiihlt man daher zu Grund-
punkten drei vielfache Punkte e, e, &
welche mit den Punkten ay, ¢, @y zu-
sammenfallen, und deren Massen my, 1,
m; so bestimmt sein mégen, dafs ein mit
@ kongruenter Punkt ¢ der Einheitspunkt
wird, und dafs zugleich [e; e, 6] = 1 wird,
was nach Teil II, S. 46 ff. immer, aber auch
nur auf eine Weise midglich ist, so ge-
hiren wirklich nicht nur die’ drei Grund-
stibe K, K,, E, des Systems den drei
Fig, 62, gegebenen Geraden Gy, G,, G an, son-

dern es liegt zugleich auch (vgl. Teil II,
S. 53 f.) der Einheitsstab ¥ des Fundamentaldreiecks auf der vierten Graden . Damit aber
ist unser Satz bewiesen.

Will man jetzt zwei ebenec Systeme in der Weise kollinear auf einander bezichen,
dafs vier gerade Linien von allgemeiner Lage (,, (., G5, &, in vier anderc gerade Linien
H, H, H,, H, derselben Art iibergefiihrt werden (vgl. Fig. 63}, so wihle man als Nenner
des Kollineationsbruches  die soeben charakterisierten Punkte ¢;, als Zihler aber digjenigen
Punkte I, die zu den vier Geraden H in derselben Bezichung stehen wie die ¢ zu den vier
Geraden &, das heifst, man benutze als Zihlerpunkte ; des Bruches f die Schnittpunkte der

cte in der Weise, dals
der Pol der vierten Geraden H, in Bezug auf das Dreieck &, I, b, der Einheitspunkt & der drei

drei ersten Geraden H,, H,, H, und bestimme die Massen dieser Pun
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Punkte I; wird, und dafs tibérdies das Prodult [, b, b, Wit

. Dann gehért zugleich
der Einheitsstab des zweiten Systems

B = B+ H; + B,

der vierten Geraden H, an, und es werden somit durch dic Kollineation § nicht nur die

Stibe E,, F,, B, die den Geraden G, G4, G, angehéren, in die Stibe B, B,, B, iiber

e
| 1. G,

gefithrt, die auf den Geraden H,, H,, H, liegen, sondern zugleich auch der Stab F der Ge-
raden (7, in den Stab B der Geraden H;, das heifst, es wird wirklich durch den Bruch
fies gy

iy Eay £y

f
oder auch durch den adjungierten Bruch
JF""|~ "r‘.ﬂ.‘ H::
I, 0, I

die gewiinschte Zuordnung peleistet. Man hat also den Satz:

=

Um eine Kollineation in der Ebene festzulegen, kann man vier beliebigen

Geraden von allgemeiner Lage vier ebensolche Geraden zuweisen.

Festschrift der Lating a




Die Frage nach den Doppelgeraden de sich genau chenso wie

die nach den Doppelpunkten (vgl 5.108 f£). Aus leichung der Doppelgeraden D)

a0 RS s L D S N S P

folgt fiir die Hauptzahlen W; des adjungierten Bruches & die Gleichung dritten Grades
. " . . . . : l'l'.l- :]1‘ -'I' J'l'.l.. rllt .'ral__ll_ ﬂl'_l:_fl]._' .;I;I =} -':-|l|'|

Red— {[e, B,] + [e, Ba [es By} M2+ [E By + [EL by ] + [ b} i — 1 = 0.

3 Al

-

el ]

Um diese Gleichung mit der Gleichung 266) in Bezichung zu bringen, schreibe man sie in
5 =] £ :

der Form

; H'J"JI"'I H.-'J.: |'Il'h;:"':.: ‘\H -1 0.

Diann unterscheidet sie sich von der Gleichung 266) fiir die Hauptzahlen v; des urspriinglichen

Bruches [ nur noch dadurch, dafs an die Stelle der Hauptzahl t; des Bruches | der reciproke

Wert der Hauptzahl h; des adjungierten Bruches § getreten ist, wihrend die Koeffizienten
_I| 1 o = t =]

genau dieselben geblieben sind. Es miissen daher die reciproken Werte der Grofsen H; mit

den Grofsen 1y tibereinstimmen, und man hat den Satz:

Die Hauptzahlen des adjungierten Bruches § sind zu denen des urspriing
lichen Bruches [ reciprok.

Fiir den Fall, dafs der Bruch | drei reelle, ein Dreieck bildende Doppelpunkte d;
besitzt, versteht sich dies Ergebnis von selbst. Denn in diesem Falle kann man den Bruch
(nach 5. 103) auf die Form bringen
tdy, Yady, 1yd;
didod d,

AL (L e E e S0 T TR R i |

und erhalt somit filr den adjungierten Bruch § die Darstellung
oty [dyds], try [did,], v, [dd]
[dady], [dyd, |, [d, d,|
Nun entnimmt man aber aus der Form der Gleichung 266), dafs das Produkt ihrer drei Wur-

e (e e L £ e

zeln 1, dafs heifst, das Produlkt
e BN £t i e R o s R . B o, 1% I

ist, woraus folgt, «

als

l"E rii

e e
1 : L e I

ist. Die Gleichung 281) gewinnt daher die Form
1 S & 1

(el d], |r.|':._r."| 5 i""ll |
p, 2%l S S 2

ATE P e o b = F
/ \ |r|'r._,r’||[:; A i“r;”r||:| -“III ”II.!.

die das oben fiir die Hauptzahlen des Bruches § gefundene Ergebnis bestitigt und zugleich

zeigt, dafs fitr den Fall dreier reeller, ein Dreieck bildender Doppelpunkte die Doppel-
geraden nichts anderes sind als deren gerade Verbindungslinien, was sich ja geometrisch von

selbst versteht.

Achter Abschnitt.
Die allgzemeine reciproke Verwandtschaft.

In ganz dhnlicher Weise wie die Kollineation lifst sich auch die Verwandtschaft der
Reciprocitit durch einen Bruch mit drei Nennern und drei Zihlern darstellen: nur hat man
als Zihler des Bruches anstatt dreier Punkte §; drei Stibe B: zu wiihlen. Es seien also wie
bisher zu lEcken des Fundamentaldreicecks drei vielfache Punkte e s Cg, & gemacht, deren

k

dulseres Produlkt
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284) . ; v e

ist, und es seien aus den Grundstiben dieses Dreiecks

ABGYE S G s das el I'r { . 1 ’{_ i"':.J 1 -'{ |' 6
mittelst der neun Zahlgrofsen by drei neue Stibe abgeleitet
‘ B =0,E +0b,8 +0b, I

B, =0, & 4+ b, I, + b, E

l ! b, B, + b, B+ b B,

286)

(vgl. Fig. 64). Das fufsere Produkt dieser drei Stibe B, welches ibrigens mit Riicksicht auf
die schon mehrfach benutzte Gleichung

oo R o e e [ 2
der Determinante |by;| aus den Ableitzahlen ba der B; gleich sein wird, mige mit b bezeichnet
werden, das heilst, es mdge

e R Bt R et M e B T S A
gesetzt werden.l) Dann weist der Bruch

e E e it T it ek o i el ol
i € &
nach dem Begriffe des extensiven Bruches seinen drei Nennern ¢ die
drei Zihler B; zu, das heifst, es wird
B en=Enal, S s . ar =

& . . e t1
aufserdem aber fithrt er, falls man auch bei thm an der Distributivitit B
]

festhiilt, einen jeden Punkt .
201)

Fig. 4.

der Ebene, der aus den drei Grundpunkten ¢; durch die drei Zahlgrifsen p; abgeleitet ist, in
denjenigen Stab
Pt R e R e T TR ) s D e G
derselben Ebene iiber, der aus den Bildern B; der Grundpunkte e; durch dieselben Zahl-
grisfsen p; entwickelt wird.
Man erhilt so eine Zuordnung der Punkte und Geraden der Ebene, die den Namen reci-
proke Verwandtschaft oder Reciprocitit fithrt, und die zu der Verwandtschaft der Kollineation

} Es wird hier davon Abstand genommen, auch das fufsere Produkt der drei Zihler =1 m
setzen, da unten auch ausartende Reciprocititen betrachtet werden sollen, bei denen jenes Produkt ver-
schwindet, fir die also dicse Festsetzang nicht zulissig sein wiirde.

(23




|_|s|!i|'|| are

liegt

H: Grafimann, P 11 G
zichung steht. In der That findet ecine ganze Reihe von Sitzen iiber
der reciproken Verwandtschaft ihr Analogon. Dahin gehdren folgende Sitze
i Drei Punkten einer Geraden
re entsprechen im reciproken Systeme
: drei Geraden, die durch einen Punkt
gehen.
[st nimlich ein Punkt, der mit !
den Punkten & und g auf einer Geraden
legt (vel. (i5), ist also
X T4 0
wo ¢ und y Zahlgrifsen sind, so wird
P =L oP -+ 0 ¥
Diese Gleichung aber besagt, dafs der Stab
x ul."||~1ta-|1.l.

«3¢ der das Bild des Punktes

y durch einen Punkt geht.

Fie. 65

mit den Bildern z# und o der Punkte @ und
Der Beweis kann genau so gefithrt werden, wie bei dem entsprechenden Satze iiber
| L8
; die zugeordneten

leichem Doppelverhiltnis zu.
Man stelle wie dort
@ b
den Wert
ser die Werte

Ferner: Die reciproke Verwandtschaft ordnet jedem Punktwurf einen Strahl-
wurf von gl
die kollineare Verwandtschaft (vgl. S. 104 Punkte des Wurfes in der
i u & T 81 ¢
a8
zr+ b0 yr,

e g

T

TP -0 yr, vy
Jede Punktreihe wird

Form dar
Stiibe des entsprechenden Strahlwurfes im reciproken System besitzen nun a

(vgl. Fig. 66), so hat ihr Doppelverhiltnis (nach Teil II, S.
}
Hieraus aber folgt weiter:
durch die reciproke Ver-

wandtschaftinein proje
tives Strahlbiischel tiber-
gefithrt,
jede Kurve zweitet
Klasse in eine Kurve zwei-
ter Ordnung.
Fundamentalsatze
endlich

T, yr, ur
ihr Doppelverhiltnis hat daher nach Teil II, S. 41 genau denselben Wert
xg

Dem

der Kollineation ent-

spricht der folgende Funda-
der recipro-

mentalsatz
ken Verwandtschaft:

ebene Geraden derselben Ebene

I;Fi.
o7 (= £F
[

Fig

Um eine Reciprocitit in der Ebene festzulegen, kann man vier ihrer Lage

AL

nach beliebig gewihlten Punkten vier beliebig

v &
Fi
In der That braucht man nur drei vielfache Punkte, die mit den drei ersten von den
e a ] - o " : T ) & WL .
vier Punkten kongruent sind, zu Nennern des Bruches und drei Stibe, die auf den drei
s Bruches zu machen und dabei die Massen jener drei

zuweisen.

Punkten der Einheitspunkt des Nennersystems und ein Stab der vierten Geraden der Ein-

ersten Geraden liegen, zu Zihlern des
tte und die Langen dicser drei Stibe so zu wihlen, dafs der wierte von den gegebenen

Pun




heitsstab. des Zihlersystems wird (vgl. Fig

7). Durch diese Forderungen sind die Massen
der drei Nennerpunkte mit Riicksicht auf die Gleichung 284) cindeutig bestimmt. Aber
:]IL,' !.fi..‘];'l'll |||".' ||I4'E -f;.-:.ljll‘:"l'?'\-l.'.lllif :-.i',]q] q].||r'|;]] E]-(, uhi;

auch
cinen Proportionalititsfaltor fes

Bestimmungen wenigstens bis auf

zelegt; dieser bleibt willkiirlich, da {iber den Wert des aufseren
Produktes [B, B, B;| der drei Zihler keine Festsetzung getroffen is

Da die Reciprocitit » den Punkten einer Geraden stets gerade
Linien zuweist, die dwrel cinen Punlt gehen, so ordnet der Bruch

auch jeder geraden Linie des ersten Systems einen Punkt des zweiten zu.

Indes wird diese Beziehung der Geraden des ersten Systems auf die
Punkte des zweiten durch den Bruch 2 nur indirekt vermittelt.

Man
erhilt aber auch hier wieder cine direktere Darstellung dieser Abbildung

von Geraden auf Punkte, wenn man neben dem Bruche # einen adjun-

|
| :
| B
I 2
L s
o
e
sl |
s |
—
— !
—— |
S o @ \
9 |
— |
2, Sty
T |
|
|
.
e | .

gierten Bruch R einfithrt, dessen Nenner und Zihler die multiplikativen Kombinationen ohne
Wiederholung zur zweiten Klasse aus den Nennern und Zihlern des Bruches p¢ sind, das
heifst, wenn man setat

203)

, [B:B.], [B.B,]

: =~ oder
lese ], [ere]
O lll"'::
204) R 7y WO
205) E = [ee], L, [ese], £y = [e, &) und
296)

b= [B.B,

, by = [ByB,], by = [B,B,]

Die Zahlerpunkte J; lassen sich hier iibrigens leicht als Vielfachensummen
der Grundpunkte e darstellen.

ist (vgl. Fig. 68).

Dazu fithre man in die Gleichungen 296) auf den rechten
Seiten die Ausdriicke 286) ein und multipliziere aus unter Jeriicksichtivung der Gleichungen
297) . [ 5] =, [BiE]=1q. [E B

rl.:.-
die Gleichungen:

dann erhilt man

. ;
I‘[ = E!-’IliJ: _i-_

Ly A1 ] -

L R S J’;’ tL!"::‘l 5 i ag €y
| b, Baey + Bagee + Byyeg,

in denen die My die Unterdeterminanten der Determinante b by | sind.




Hermann Gralmann : Panktrechrnng und p M T
gewiinschte

clich die

- Um jetzt den Nachweis zu erbring dals der Bruch R wirkl
b il -
Beziechung zwischen den Geraden des ersten und den Punkten des zweiten Systems het
. stellt, hat man zu zeigen, dafs der Bruch K den Verbindungsstab I'/
[#x] zweier beliebigen Punkte y und n den Schnittpunkt [y - 29| !
derjenigen beiden Stibe g und sz tiberfithrt, welche durch den /) b,
Bruch # den Punkten y und x zugewiesen werden. Dazu setze man ff .'I
o - - M |
e wie gewdhnlich (vgl. Fig. 69) W)
' f
i ' Yy=18 + e+ e
| | =3¢ + 4e€s + #y6y; dann wird B/
;J/ |
{ / |
i
)
i I|I
"': |I 'U
)
A\
b
£ )"-_,r' LY
| i b
! I._.
\'1._ I|I
N f
\ |'
N
kY
\ |
|
) b
\_‘
b
| e | ., 0 | by bs |
299) yal=|"" B+ | " |E + E,
; | g2 Az [ 35 & i da
also wegen 204)
|
Ve lis | [ ey | | B 1.
q00j s e B i o B . R
. . | §z2 3s | | & & AT
Andererseits wird
yr=nb, +h B, + 4, 5y,
3 AP =y “5 T Ba ”: t .l'i”.:-
also mit Riicksicht auf 296)
: Ua Uy | B by | By 1.
301) [y 29 2 e e [ 1 B, + h Yo i
& fs | i | 1 3a

und es wird daher wirklich
302) [yrz9] = [y2] B,
| das heifst, man hat den Satz:
' Der Bruch B, der dem Reciprocititshruche o
gemein dem Verbindungsstabe zweier Punkte den Schnittpunkt derjenigen beiden
Geraden zu, die diesen beiden Punkten in der Reciprocitit + entsprechen.
Es ist ferner von Interesse, die zu 302) dualistische Formel zu entwickeln. Dabei

adjungiert ist, weist all-

l zwar wie frither

hat man zu beachten, dafs wegen [e ¢,¢;]
308) (B Bg] = e [B3y] = e, [ B E]
wird, dafs aber wegen [B, B, B,] =0,
[bsbs] = [By B, - B, B,] = [B, B, B,] B, (vgl. Gleich. 105)
bB; wird, und Entsprechendes gilt fiir die beiden

(B, B, B,] B,
Man erhilt also die Formeln

andern Produkte [fy8 ] und [& b,].

s




Hermann Grafmmnn: Punktrechnung und projektve Goor 114)
i) o ow oo [hlyl =08y [feb] =18y, [0y ] = bB,.
Sind daher 7 und W zwei beliebige Stiabe, die aus den Grundstiben E; durch die Zahlgrifsen
by und fu; .'|is;_1-:'|{']11'1 sind, das heifst, ist

| V=10,E + v, E, + v F,
| W=w E +w,E, +w,E,

305)

50 wird

25 iy B | i 11
0BY, "l TSR S LT ! e o R T et
[ 10, 10, [10; tu, | v, 1,
also mit Riicksicht auf 289)
= e b g | (Vg Dy | [0y 1y
allfy ais o e sl T o B, + B, 1 | by

Wy g | |y, | [0, v,
Andererseits wird

[ VE 1y LI U'_"'I‘z ik U.:'I”::

| WER = 1w, b, + w, b, +w,b,, also wegen 304)
By by b; ;| b, b,
= B |68, 1.t ? l6B,.

B08YH e e B[R R i .
; [y Y, 0y 1y | Wy 10, |

Die gesuchte zu 303) dualistische Formel lautet somit
309) . . . . [VR-WR]=b[FW]s,

und man erhdlt den Satz (vgl. Fig. 70):

b [rwir

FR

WA

Fig. 69. Fig. 70.

Dem Schnittpunkte [FW] zweier Stibe V und W wird durch den Recipro-
cititsbruch # die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte VE und WR zu-
gewiesen, auf welche die Stibe V und W durch den adjungierten Bruch R ab-
gebildet werden.

Die so gewonnenc neue Auffassung der Reciprocitit als Stab - Punkt - Zuordnung
crgiebt wieder zu jedem Satze iiber die reciproke Verwandtschaft den dualistisch entsprechenden
Satz; insbesondere erhilt man die Sitze:

Jeder Strahlwurf wird durch die Reciprocitit in einen Punktwurf von
gleichem Doppelverhiltnis abgebildet,

jedes Strahlbiischel in eine projektive Punktreihe,

jede Kurve zweiter Ordnung in eine Kurve zweiter Klasse,




120 Hermann Gralemann : Punkirechnung und projekiive Geom

Die Einfithrung der Briiche

i B vali®an e’ 7 o 5 G e e
210) . o nd B P e P .
: By e, By R by, by, b

fiir die zur Verwandtschaft o, R inverse Verwandtsc '

| B} 3 .
bBedingung

1ft muls an

pekniiplt

werden, dafs die beiden AHufseren Produkte ihrer drei Nenner von Null verschieden seien.

Denn wire zum Beispiel das Prodult der drei Nenner des Bruches —, das heifst das Pro
I =

dukt [B, B, B;] = 0, also nach 288) b = 0, so wiirde zwischen den Nennern B; dieses Bruches
cine Zahlbezichung bestehen miissen. Eine solche Zahlbezichung zwischen den Nennern eines
extensiven Bruches, dessen Zihler linear unabhiingig sind, widerspricht aber dem DBegriffe
des extensiven Bruches. Ein solcher Bruch ndmlich sollte nach seiner Erkliarung ersfens seinen
drei Nennern die drei Zihler zuweisen und aeeerfens bei der Multiplikation mit einer Viel-
fachensumme aus den drei Nennern distributiv sein.  Diese beiden Eigenschaften aber sind
nicht mit einander vercinbar, sobald zwischen den Nennern eine Zahlbeziehung herrscht, der
nicht die entsprechende Zahlbeziehung zwischen den Zihlern zur Seite steht. Aus ciner
zwischen den Nennern des Bruches l obwaltenden Zahlbezichung

5

0By + 9. B,
wilrde namlich durch Multiplikation mit dem Bruche die Gleichung folgen

i85 1
By — = (0B + %B,)

o
fiir die man wegen der Distributivitit des Bruches — auch schreiben kann

i 1
B, a, B;—+ g, B,

7 bl 7 e : 7*
€ = {16 T Qb

Jede Zahlbezichung zwischen den Nennern eines extensiven Bruches zieht also nach

oder wegen 310)

dem Begriffe eines solchen Bruches die entsprechende Zahlbezichung zwischen den Zihlern
nach sich. Da nun aber bei den beiden Briichen 310) und 311) zwischen den Zihlern iiber-
haupt keine Zahlbeziehung bestehen kann, insofern ja die beiden Zi

}EL‘.I'|'|!|'H1.]I!1{LI.' 12 r'_,i.:l und
[, By By beide I, also sicher von Null verschieden sind, so ist der Fall eines verschwin-
denden Nennerproduktes ganz von der Betrachtung auszuschliefsen.
Von den beiden sich so ergebenden Bedingungen [B) B, By =0 und [ b, ;] =0 ist
iibrigens jede eine Folge der andern; denn es wird nach 304), 61), 296) und 288)
[y by 0y = BB, b;] = bl B, | = 10| B, B, By|; also
S B2 R e e [ Ea i s |

|
Ist aber die fiir die Existenz der Briiche : urd It erforderliche Bedingung b= 0 er-
y" .

fiillt, so sind diese Briiche, wie ihre Form zeigt, ebenso wie die Briiche # und I, Ausdriicke

: > ; & J 1 : :
einer gewissen Reciprocitiit, und zwar ist der Bruch der Ausdruck fir die zur Verwandt-
S SRR : : 1 piiy :
schaft 9 inverse Stab-Punkt-Zuordnung und der Bruch i der Ausdruck fir die zur Ver-
i

wandtschaft B inverse Funkt-Stab-Zuordnung., In der That wird die durch den Bruch »

: ; il -
bewirkte Abbildung durch den Bruch wicder riickgingig gemacht und umgekehrt, und Ent-
" g1g

sprechendes gilt von den Briichen & und - ; das heifst, es bestehen die Gleichungen

{4




. ! : 1 :
1o Lr L L) { 1 {
r 7
315) . . Bl =y 131 e e o
It R o
Diesen Bezichungen kann man aber noch eine andere Form verleihen, Setzt man nimlich
S17) . . . . . . xr=1I, so nimmt die Gleichung 313) die Form an
318) S W e €T fj und man hat den Satz:
Wenn das dufsere Produkt der Zihler von #, das heifst das Produk!
a1y . . . . . . [ByB,Bi]=0 ist oder, was nach 288) dasselbe ist,
L) RS . . . b=0 ist, so ist die Gleichung
53 T IR .+ « =10 nach x auflésbar und ergiebt fiir # den Werth
318) =T _
pe
Verschwindet hingegen das dufsere Produkt der drei Zihler von #, so verliert der
Bruch ; scine Bedeutung. Bei gegebenem U7 und 9 wird alsdann durch die Gleichung 317)

7
der Punkt = noch nicht u-in-:!vlllif_r bestimmt,

Setzt man andererseits

BEL e e Sl UR =z, so verwandelt sich die Gleichung 315) in
At = I :
322) . SRR e z—, und man erhilt also den Satz:
I
Wenn das dufsere Produkt der Zihler von B, das heifst das Produlkt
I Jr:._-'la._. 'l.'.:: =) ist ode ', was nach 312) dasselbe 15t
v .o b==0 ist) s0ist die Gleichung
. UR =2 nach I auflosbar, und ergiebt fiir I/, den Wert
1
322) ; U=,
s ‘t‘)

% : : 1 :
dufsere Produkt |6, b, 8;]|, so verliert der Bruch 7 scine

Verschwindet hingegen das
b

Bedeutung. Bei gegebenem x und J2 wird alsdann der Stab U durch die Gleichung 321) noch

nicht eindeutig bestimmt.
: : * 1 i : ) ;
Von den vier Briichen # und T3 I und sind daher die beiden ersten und die
I "

beiden letzten gleichartise Grifsen. Der Bruch insbesondere hat es mit dem Bruche ¢

i
gemein,- dafs er wic dieser eine Reciprocitit darstellt, aufgefafst als Punkt-Stab-Zuordnung.
Aber trotzdem sind diese beiden Reciprocititen ém allgemeinen Leinesivegs mit etnander iden-
Dies erkennt man sofort, wenn
man die drei Stibe bestimmt, die durch den ednen Bruch By, By, Ji
f by, b, by
B, B, By

Cry Eay €y
B; vergleicht, in welche dicselben Punkte e; durch den Bruch g

fisch oder auch nur bis auf cinen Zahlfaktor einander gleich.
den Nennerpunkten
e; des andern Bruches o zugewiesen werden, und die Ausdriicke fiir diese Stibe
mit denen fir die Stibe g
tibergefithrt werden, das heiflst nach 286) mit den Ausdricken
e R e - i T (¥ by By & Dy s - D 5.

e
L3
Dazu stelle man zunichst die Nenner ¢; des Bruches # als Vielfachensummen der Nenner

des Bruches dar. Nach 298) bestehen zwischen den f; und g die Gleichungen

Festschrift der Latina, 1o




by =B e - Boe +38 .0
by =B, 6 + Bio + B,
[ . AT A
Multipliziert man diese drei Gleichungen mit den Faktoren by;, by, by, addiert und beriick-
hi(i]ll‘;;ﬂ‘l’ diciaus der Theorie der Determinanten bekannten Gl i"|3|||1§-’.'\'"-]
Bab )i oy e SRS SRS oo DBy 4 DB - be; By — b und
o (e b S BBt ba Pt bpBa=10 s
so erhilt man
3 L T bo &2 b also
a28) AT o T l (b Dopfrg - DaiBg).

Man bekommt daher fiir die drei Stibe, welche durch den Bruch T den Nennern e des
']

Bruches # zugewiesen werden, mit Riicksicht auf 311) die Ausdriicke
1 |

RN S (big BBy + Bog B + by E),
G

3249)

R I
die sich von den Ausdriicken 325) dureh den Zahlfaktor 7 nach

ibe g 3

dadurch unterscheiden, dafs die Ableitzahlen in der Klammer gepen die Ableitzahlen dex

Stibe g9 transponiert sind. Die Geraden der S err und ¢ ,."-" sind daher im allgemeinen

L}

von einander verschieden, das heifst, es werden einem jeden von den drei Grundpunkten

und somit Giberhaupt jedem Punkte der Ebene im allgemeinen xwei awch threr Lage wach

versehicdeite Stibe zugeordnet sein, je nachdem man jenen Punkt als Punkt des ersten oder
des zweiten Systems auffafst und also zu seiner Abbildung den Bruch # oder den Bruch

verwendet,

Insbesondere werden auch jedem wnendlich fernen Punkte der Ebene im alleemeinen
] / 5
zwel verschiedene Stibe entsprechen, und diese Stibe gruppieren sich, falls man simtliche
& o |
unendlich fernen Punkte abbildet, zu zwei Strahlbiischeln. Wie schon oben bei der Kollineation

gezeigt wurde, lassen sich nidmlich die unendlich fernen Punkte, das heifst die Strecken 7,

der Ebene, simtlich aus zwei Grundstrecken, etwa aus den Strec

cen
L e ey e e LA e R
: m, Mgt £85I T
numerisch ableiten, alse unter der Form
331) P s - e B S S P ) S Y 3
darstellen.  Fafst man diese Strecken als Elemente des ersten Systems auf, so werden sie

durch ‘den Bruch # in die Stibe
3332) i gr=q; ;g
ibergefithrt. Den unendlich fernen Punkten (den Strecken) des ersten Systems entsprechen

hibiischels. Der Scheitel dieses Strahlbiischels, dafs heifst

daher wirklich die Stibe eines Str

der Punkt
ST i e e e A

der Mittelpunkt des zweiten Systems senannt werden,

Betrachtet man dagegen die unendlich fernen Punkte, das heifst die Strecken g der
Ebene, als Elemente des zweiten Systems, bezeichnet sie als solche mit dem Buchstaben Ji
und benutzt als Grundstrecken dieses Systems die Strecken




RASOKERENE

ATIFrENAEK

I ktive Geomelric [23
h B b b
234) . L S : = - - ¥
- 1 |8 ” | 1l
wo die Nenner n; die Massen der Punkte B bezeichen, so wird
el s R T A =0k 400,

Fiir die Stibe des ersten Systems, welche diesen Punkten % entsprechen, bekommt
man also die Darstellung
1 ]
S A MY B ™ Il — b, h o ,
I Iy VT S I
aus der fiir den Scheitel des von ihnen beschriebenen Strahlbiischels, das heifst fiir den Mittel-

punkt s des crsten Systems, der Wert hervorgeht

S I ]

Nebenbei entnimmt man noch aus der Thatsache, dafs die Reciprocitiiten 2 und
L}
die unendlich fernen Punkte der Ebene in Stibe eines Strahlbiischels tiberfithren. also in der-
selben Weise umwandeln wie die Punkte einer Geraden, dals es auch bei der Betrachtung
reciproker Systeme vorteilhaft sein wird, sich die unendlich fernen Elemente auf eciner Geraden

vercinigt zu denken und ebenso wie bei

der kollinearen Verwandtschaft von der wnendlich
I,"-;'H'H-fh’ Geraden der Khene zu :-;'tu'i:l:]u__'n,

["[H-i;_:{‘ﬂﬁ lassen sich die beiden .-"liii_i't:l]"ﬂrl:ﬂi' s und ¢ der beiden -L‘.;.\-'Hll.‘l'l'l-.' auch leicht
als Vielfachensummen der Grundpunkte darstellen. Fir die den Strecken g, und g, des ersten
Systems zugeordneten Stabe g9 und g, ergeben sich nimlich aus 330) und 289) die Werte

Tl a3, B, B, B,
B | : R T ) = y HPgh= = ;
: 1, 1| O i, I,
so fiir den Mittelpunkt des zweiten Systems nach 333) die Darstellung
'l.-"fil f:’::'1| (B, ATl BB (8. 8] ., [B.8]

\ 1, n, / (\Itl. m, /. mem, ' omgm, m, i,

Man erhilt a

339) . o g TS
oder wegen 296)
m, by - m, b, 4 myb,

1, m,, 1,

Entsprechend findet man fitr den Mittelpunkt s des ersten Systems den Ausdruck

I = S R

> e -+ n.e, -+ n.e.
34 A e b TR T e 171 i e B
n,n, i,

1 . o
in Lll."ll] 1]i€.' zﬁh;:]'l’-”}:l'“ ; die Massen I']i_"," I'|I11|{1{' |‘IJJ' IJ['q]q'El[k']]_ .I""LI[H I.'[L\IJ :ln?_:'{_-]n;_'in(_-” ]\quﬁen_
formel 181) folgen daher fir sie mit Rilcksicht auf 298) die Werte

342) . . L = Bmy 3 Bt < Bpmy

Neunter Abschnitt.
Das Polarsystem.
Dic Beziehung zwischen den beiden Ausdriicken 325) und 329) fiir die den Grund-
punkten e im 2weiten und ersten System zugeordneten Geraden tritt noch etwas deutlicher her-

1 ! ; g :
vor, wenn man anstatt des Bruches — den von ithm nur um den konstanten Zahlfaktor b verschie-

I

b : : ; : S S0 :
denen Bruch verwendet, der ja geometrisch dieselbe Reciprocitit definiert wie der Bruch

1
B R’
nur dafs alle Stabe gegen die entsprechenden Stibe der Verwandtschaft n noch mit einem

konstanten Zahlfaktor b multipliziert erscheinen. Fiir diesen Bruch gelten die Gleichungen

16




1
\
| §
[
[
I
]
i
1
hal
[N
1 e
B
R
)

[y J . = 3
343) . c oo i = BB o b B o BB
xh
A Lot b 3 - e - L
Die Ausdriicke fiir die so gewonnenen Stibe ¢ ,i'J‘-!“:l':."-:tilil'i-ll'i'l sich daher von den fiir dic
1
Stéabe g in 32D5) ang nen Werten nur noch dadurch, dafs ithre Ableitzahlen gepen die

der Stibe e transponiert sind. Sollte daher allgemein fiir jeden Wert von ¢ und k
d44) . g ) e R : [

sein, so werden die beiden Ausdriicke 325) und 343) 1dentisch, das h*.'i.f.‘-[! es wird
FUABVOGE e Sl e Gy .e = = g=] 2 g

i

I {+

und somit wird auch allcemein fiir jeden belichipen Punkt &
h

346) LR SO R e R g
16) . B

. : it b . :
Man kann daher auch die Briiche ¢ und i selbst einander gleich setzen und erhilt

so die Gleichung
l.l 1 . 1 "
T e | e T o Bt e T 1 - und damit den Satz:
K

Eine reciproke Verwandtschaft o4 dere

1 Ableitzahlen den drei Bedingun-

oen by by Geniige leisten, stimmt bis auf einen Zahlfaktor b mit dem reciproken
Werte der adjungierten Verwandtschaft I8 tiberein.
Diesem Ergebnis kann man noch eine andere Fassung geben. Multipliziert man
namlich die Gleichung 346) mit &, so erhilt man
[
xzr - It @ - IR
Is
oder mit Riicksicht auf 316)
B I e e S e e i,
Diese Gleichung besagt:

Eine reciproke Verwandtschaft 4, deren Ableitzahlen den drei 1".;-1|in;3’1|1|.;£1-n
by == by geniigen, hat die Eigenschaft, dafs jeder Stab =z, der aus einem belie-
bigen Punkte @ vermége der Verwandtschaft »# hervorgeht, durch die adjungierte
Verwandtschaft & in den mit dem Punkte & kongruenten Punkt bz tibergefithrt wird.

Wegen dieser Eigenschaft nennt man eine reciproke Verwandtschaft, deren Ableit-
zahlen den Gleichungen by by gentigen, involutorisch und benutzt fiir eine solche involu-
torische Reciprocitit noch den besonderen Namen ,,Polarreciprocitiit®. Ferner sagt man
von den beiden Hj'_m‘il'm{']l, die einander durch eine ]'-:5|;u'|'|:‘¢::,'|'|1'n('_i:_,"'[t 21[;_:;_\\'.'E;\~."_-;1 ‘-'l.'[‘|'|_.|g;]'|1 sie
bilden zusammen ein Polarsystem. Auch bezeichnet man wohl die Verwandischafl sellisi
als ein Polarsystem. Zur Unterscheidung von der allgemeinen Reciprocitit », wollen wir fiir
den Verwandtschaftsbruch eines solchen Polarsystems den besonderen Buchstaben P cinfilhren
und fiir den adjungierten Bruch den Buchstaben P

Man nennt ferner die einem belicbigen Punkte @ in einem Polarsystem p, P zu-
?_{t'lll'l.ln'::!l.' Gerade ap dic Polare des Punktes = in dem T'l_r]ﬂj'\l\'all'nh . P und umgekehrt
den einer beliebigen Geraden [ zugeordneten Punkt 7P den Pol der Geraden U7 in dem
Polarsystem p, P

Die Briiche p und P fiir das Polarsystem geniigen zunichst selbstverstindlich allen
-]c"lljl'll;.:_:t".'l |'\UI'1'I:\'=F'|., die oben fiir eine |'IH'||l.f-|"|'l.'F._|'|l|" |{L'(_"i'|'|:|'fh:_‘f1.:i'| entwickelt sind. Der ]:-llL‘l'r-iClH
wegen scien sie hier unter Benutzung der neuen Bezeichnung noch einmal zusammen gestellt.
Es sind die Formeln:




abl) . . ‘Ep a’ - . Soe] e R h

.-.J.'l_, = - ||r.l|' :p === | Ly o 306 ’ . |"i_. __,f' Jr‘.l ¥ |
SR e SN i e P leges)s = [eie]; i
1) R R o - (R e R T T

359) . [e, &584] I 360y . . [E E,B, B

61 [eq 5] 5 ] L, 362) . . (6] = [Eeg] =0, 1=k, i

SRS e Lip b il il T ben By ¥ Dpo B - By
SBGY 0 e Y Ve e SR Birer + Bineo + Bigey,

wo die By die Unterdeterminanten der Determinante

b = |bg| sind.

385) . . [B. B, B] bz b, 366) & o [b by by By b,
887) oS SR [BE ] — el O (B,  [BE—e
T A M (5 , b :| bB,, ;h__ b, bB,, [, by =15

Aus den letzten Gleichungen folgt noch, dafs der adjungierte Bruch des adjungierten Bruches
P, das heifst der Bruch

[5. fs:.|, | |'I}! ;"JI |I | f;l .'r,l:|

:‘Ir-"l:: "II".:!' I‘rl Jil"llll :I.:I !I‘\:l :

sich von dem urspriinglichen Bruche p (vgl. Gl 349) im Allgemeinen (so lange nédmlich b= 0

i e e R T

ist) nicht wesentlich unterscheidet; denn er lifst sich auch in der Form schreiben
BiBaaud

£ €ar By

BUD) IR Db el e e

und es wird alse

o T

L By o e P = bp.
Weiter wird: |
372) . . [yp- 2p] = [y2] P, 378) . [FP-WP]=b[VW]|p, t

1 At o | |

) TP - Fo 2 e e v = [T 1.
[E3 L P 1 X » 1 .'_ ]
= 3 1 : i 1 [ TH
S L, T PII" i, TR, & 'r.f_’. =
Wenn ferner 'Z'.Ij il
e TS T S S e S e G e Gleichung I-..
FEAN e e e : o = U 4

nach x auflésbar und ergiebt fiir # den Wert

=

) — | i
» | #H i

und andererseits ist unter derselben Bedingung die Gleichung
Lt e e s e N e P T 7 2 Bl

nach 7 auflosbar und liefert fir &7 den Wert

B e b s e e R S A

1
P

Zu diesen Formeln, welche simtlich auch noch fiir Jjede beliebige Reciprocitit gelten,

SR i e e e SR I e | T

treten nun weiter dicjenigen Formeln hinza, die dem Polarsystem eigentiimlich sind, also zu-
nichst die Bedingungsgleichungen des Polarsystems i
chTn VR R S SRR ) by, aus denen noch folgt, dafs auch i

. H




=

e b : : : ; b
asd) . . P , fir die man auch schreiben kann 386) P oder
! > f
ot 1 P 1 ARG | L
ool 3 3 und a00 ) .
P b P b
Endlich die Formeln, die den involutorischen Charakter des Polarsystems ausdriicken, nimlich
die Formel
e e G et caipa P = b
und ane

ererseits die aus 375) und 385) entspringende Formel
3909 : . = 1 . : re. P b7

Formeln zeigt nii

Von diesen beiden die erste: Wenn IV die Polare von 2, also 7= ap
ist, so ist zugleich « der Pol von I7; denn es ist ja zufolge 389) dann UP — bz, Und um-
gekehrt zeigt die zweite Formel (390): Wenn « der Pol von U, also z— [P ist. so ist

zugleich [7 die Polare von x: deénn es ist ja nach 390) dann zp = LT

Man kann iibrigens den Bedingungsgleichungen 383) des Folarsystems durch Einfiih-

rung der Grundpunkte ¢; und ihrer Polaren B; noch eine

andere Form geben, die fiir geome-

trische Folgerungen vielfach geeigneter ist. Mit Riicksicht auf die Gleichungen 363) 361)

und 362) wird namlich
L B P e S [ex By] oder wegen 351)
392) st B BN s St s [ gl

Die Bedingungsgleichungen 383) verwandeln sich daher in die Gleichungen

SIVE DL Kem b o] Ll Sl N ler - e:p] :r',.--r-_.;.p:.
Diese Gleichungen, welche eine Beziehung zwischen je zwei Grundpunkten ¢ und e und
ihren Polaren e;p und e P enthalten, sind um so wichtiger, als sich aus ihnen die ent
sprechende Beziehung fiir irgend zwei beliebige Punkte y und 2z und ihre Polaren yp und

vp ableiten lifst, Dazu fithre man in den Ausdruck [x.yp]| fiir die Punkte z und gy ihre

Ableitausdriicke i 3
v — Mive und i \: hr e ein und bekommt so
-1 -r-
(s (N o]
-y = (e - (o)
e yerey i LS i |
L s \I_‘{ 1 I."- : \-‘I . e } 1
!{.—]I '“”,-:I |‘- Je P

:i*. .._‘ = : :
— N \,-'- A e e |, das heifst wegen 393)
sl s—

1 1

"\:l.' '\'_‘, 3l e eip]
1 1

NEN o 6 p)
PR
[7 - 2] .
ks besteht also wirklich fiir beliebige Punkte # und 1 die Gleichung
394} . .o wn i s o o [RUyp] =y ezp];
sic mége die erste Grundgleichung des Polarsystems heifsen. Aus ihr folgt insbeson-
dere, dafs mit der Gleichung
l*-yp] =0 stets die Gleichung [y.xp] = 0
verknipft ist, und damit der Satz:
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Wenn x auf der Polare
lare des Punktes z (vol. Fig. 7
g i
Eine a
]Iili'rll:'\l:_'li".

eines Punktes g
o, T1)
3830

icgt, so liegt auch g auf der Po-
indere geometrische Folgerung ergiebt sich aus den Defi-
ichungen des Palarsystems
L B o P e, SR, SR S [ bgsy
wenn man nach den Beziehungen fragt, die
herrschen (vgl. Fig. T

qp
zwischen den Zihler- und
Nenner - Dreiecken des Bruches p (also auch des adjungierten Bruches P)
e
2).
Stibe f; und B; von gleichem Index und erhilt

oder wegen 88) und 367)

Dazu bestimme man die Schnittpunkte der

E,B|| = b,[E,E,] + b,,[E, £, Fig. 7
I [E,B,] = b,e,—Db,e, und entsprechend
295) i. i -;; "r’l-_-! b8, — j'l_'l Ey
[ =t b
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a e N el
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Fig. 72. &
des Polarsystems (383) die Gleichung
BORY = o

Die Addition dieser Gleichungen aber liefert mit T)‘{‘Tﬁc]\'sicl‘aliuung der I)t‘ﬁﬂitifillw;ﬂv[::]mngcn
LA G b L I"lll "”:l 5 l|ll"-': 'H_I = p "'{ lIrJI:'.:
Nenner- und Zihler-Dreiecke ¢, e, ¢

0,
Zwischen den drei Schnittpunkten [F; B;] der drei Paare entsprechender Seiten der beiden

und & b, b, besteht also eine besonders cinfuche Zahl-
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bezichung. Aber schon aus der Thatsache, dafs zwischen den drei Punkten | F; ;| b .";'I.'-'.l'.f"f'.'."

cine Zahlbezichung herrscht, folg
Die Schnittpunkte der drei Paare entsprechender Seiten des Nenner- und
Zahler-Dreiecks eines Polarsystems g, P liegen aufl giner Geraden

Die Verbindungslinien entsprechender Ecken beider Dreiecke schneiden

Und aus dieser Eigen ot folot bekanntlich nach dem Satze von Desargues die andere:
sich in etnem Punkte.
Sie ergiebt sich iibrigens auch déreld analytisch, wenn man durch Multiplikation der

Gleichungen 364) mit ¢ die zu 395) dualistischen Ausdriicke bildet:

] ir i IllI| ﬂ:‘ y 'Ifl'l “'”‘ 3 "ll."l'
307 . ool =8, B, — 08, B
l [e,b] =B, B, —B_E,,

sodann wieder diese Ausdriicke ad-
diert und dabei die Gleichungen
By —WBy; berticksichtigt.  Auf diese
Weise erhalt man die zu 396) dua

listische Gleichung

308) [e,b e b, [e,5.] =0,

1 L
welche die genannte Eigenschaft aus-
spricht.
Nennt man noch zwel Drei-
ecke, die zu einander in der durch
die beiden leizten Sitze ausgedrick-

ten Beziehung stehen, zu einander

perspektiv, so kann man die bei-
den gewonnenen Ergebnisse auch in
den Satz zusammenfassen:

Das Nenner-Dreicck eines
Polarsystems ist zu seinem

Zahler-Dreieck perspektiv.

Dieselbe Eigenschaft teilen iibrigens wegen der Gleichung 394) auch je zwei belicbige
|}

Dreiecke, die einander durch das Polarsystem zugewiesen werden.

™
Man wird den Bedingungsgleichungen des Polarsystems by = by ganz sicher gerecht,
wenn man die Koeffizienten
SRS IS s Ry v o] e TR 0 wihlt fiir je zwei verschiedene Werte

der Indices ¢ und k, die Koeffizienten mit gleichen Indices aber, das heifst die Grifsen by,
willkiirlich lafst (vgl Fig. 73). Dann verwandeln sich die Gleichungen 363) in

T S e
und der Bruch p nimmt daher die Gestalt an

401) et w S e Uiy Dty L s |

€5y Bals [

che zeigt, dafs er den Ecken des Fundamentaldreiecks deren Gegenseiten als Polaren zu-

we
weist, aufserdem aber dem Einheitspunkte

H12) . o e SRR S el L Ll - densSb
ROD) R T ep L1:|'|l"ll L]'_'; 'Ir‘_!' |":::iJII“‘:.!
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das heifst mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der by, einen ganz belicbigen Stab

Bezeichnet man noch ein Dreieck, dessen Seiten die Polaren der gegenitberliegenden

Licken hinsichtlich eines Polarsystems bilden, als ein Polardreieck des Polarsystems, so lifst
sich das gewonnene Ergebnis in dem Satze aussprechen:

Um ein Polarsystem festzulegen, kann man ein Polardreieck des Systems
willltiirlich annehmen und aufserdem noch einem beliebigen vierten Punkte eine
beliebige Gerade als Polare zuweisen. Dadurch ist dann das Polarsystem bis auf
cinen konstanten Faktor, von dem die Linge der Stibe abhingt, eindeutig be-
stimmt,

An diec Stelle der Frage nach den Doppelelementen, welche bei den kollinearen
Systemen hervortrat, stellt sich bei der reciproken Verwandtschaft und insbesondere auch bei
dem Polarsystem die Frage nach denjenigen Punkten, die auf ihren zugeordncten Geraden
liegen. Dieser Forderung aber entsprechen hier nicht nur einzelne diskrete Punkte, sondern
die simtlichen Punkte ciner Kurve. Diese Kurve heifst die Polkurve der Verwandtschaft.

Man versteht also insbesondere
unter der Polkurve eines Polarsystems .'f‘\

den geometrischen Ort derjenigen Punkte z 2
der Ebene, die auf ihren Polaren zp liegen. - \\,
; e L ; : : Fed

Diese Erklirung liefert sofort die G leichiong LA

der Polkurve cines Polarsystems: denn diese
hat ja nur auszudriicken, dafs das dufsere
Produkt aus dem Punkte x und seiner Po-
lare zp verschwindet. Die Gleichung der
Polkurve lautet also
404 . . L [z zp| =0

und stellt, wie man schon aus ihrer Form
entnechmen kann, cine Kurve zweiter Ord-
nung dar. In der That wird die Kurve 404)
von einer jeden Geraden [y

in zwei reellen
oder imaginiren Punkten geschnitten (vgl. Fig. 74. \
Fig. 74). Substituiert man nimlich in die
Gleichung 404) fiir & den Ausdruck y + [z fiir den laufenden Punkt der Geraden [y#], so
erhdlt man fiir den Parameter [) ihres Schnittpunktes mit der Kurve die Gleichung

405) PR S el E bz)-(y + hx)p]=0 oder

406) . . . .. [yeypl+0(z-yp]+ [y 2p) + H2x-2p] =0,
die man mit Riicksicht auf die erste Grundgleichung des Polarsystems

394) Ser eI [#-yp| =y -2p] auch in der Form schreiben kann

407) . . o . o L yeyp] 26z yp) + 62z zp| =1.
Diese in Iy quadratische Gleichung liefert fiir den Parameter I die beiden Werte

a08) e P e 2 VE BT v]

L0, [x-2p)]

Die Kurve wird also in der That von einer jeden Geraden [#+] in zwei reellen oder imagi-
niiren Punkten geschnitten, nimlich in den Punkten

a9y . . . . . .. m=y+hz ud =9+ 0z,
und ist somit eine Kurve zweiter Ordnung, das heifst, man hat den Satz:

AP

Die Polkurve eines Polarsystems ist eine Kurve zweiter Ordnung.

Festscheift Jder Latina, 17




Die Pollkurve Fowinnt fiir das Polarsvstem dadurch noch eine besonder: i;"|"I|-II!;..
dafs sie eine anschauliche Darstellung der Bezichung zwischen dem FPol und der Polare eines

Polarsystems ermoglicht.. Um diese zu finden, denke man sich in der Gleichung 407) etwa

den Punkt y fest gegeben, den Punkt sz aber in der Ebene bewes ungd frage nach den

jenigen Punkten 2 der Ebenc, die von dem Punkte y durch die Polkurve harmonisch getrennt

756). . Dazu hat man die Bedingung aufzustellen, der die Punkte z geniigen

werden (vel. B g

miissen, (damit die Gleichung 407) fiir den Parameter |y zwei entgegengesetzt gleiche Werte
h; = und b, by liefere, damit sich alse filr die Schaittpunkte & und @, der Geraden [y
mit der Kurve zwei Werte von der Form

410y . S et e S y+ha und z=1u lya

Fig. Fig. 0.

ergeben. Man findet diese Bedingung, wenn man den Koeffizienten von §j in der Gleichung 407)

gleich Null setzt, und erhilt so firr die Punkte 2, we
werden, die Gleichung
GBS B ot ] =1

Diese Gleichung sagt aus:

che vom Punkte y harmonisch getrennt

Alle Punkte x, welche von einem gegebenen Punkte y durch die Polkurve
eines Polarsystems p, P harmonisch getrennt werden, liegen auf einer Geraden,
namlich auf der Polare yp des Punktes y in Bezug auf das Pelarsystem.

Die Polare yp cines beliebigen Punktes y in Bezug auf ein Polarsystem ist also dden-
tisch it der gewihnlichen Kegelschnittspolare jenes Punktes in Bezug auf die Polkurve des

Polarsystems. Insbesondere sind die drei Zihlerstibe ;= ¢;p des Bruches p, welche den
Nennerpunkten ¢; durch das Polarsystem zugeordnet werden, die Kegelschnittspolaren der
Grundpunkte ¢; in Bezug auf die Polkurve des Polarsystems.

Doch hat die oben gegebene Definition der Polare eines Punktes dwreh ein Polar-
system insofern einen Vorzug vor der Er

<lirung durch einen Kegelsehnitl, als bei Zugrunde-
legung des Polarsystems die Polare auch dann noch aus reellen Elementen konstruierbar bleibt.
wenn der Kegelschnitt, das heifst die Polkurve des Polarsystems, imaginiir wird.,

Eine besondere ]'1{:54]11'1'!2]11[!15_;‘ erfordert noch der Fall, wo der Punlkt s dessen Polare
yp zufolge der Gleichung 411) von dem Punkte x beschrieben wird, selbst auf der Polkurve
|x-xp] = 0 gelegen ist, also der Gleichung

412) . o s S age g gpl =0
genigt (vel. Fig. 76).




¥

[n dicsem Falle liegt der Punkt y, wie die Gleichung 412) zeigt, auf seiner Polare
yp, was iibrigens auch aus dem Begriffe der Pollwrve hervorgeht. Die oben betrachtete
Gerade [yz], wel

he einen beliebigen Punkt & der Polare yg¢ mit y verbindet, ist daher iden-
tisch mit der Polare yp des Punktes y. Aus der Voraussetzung, nach welcher der Punkt o

ein Punkt der Polkurve ist, folgt aber weiter, dafs von den beiden Schnittpunkten &, — y 4+ bz
und @, = ¢ -+ I,z der Geraden [yx] und der Polkurve sicher der eine, sagen wir der Punkt
X, =y -+ mit dem Punkte y zusammenfillt, und es wird somit §j, — 0; und, da wegen
L11) fiberdies D, h, ist, so wird auch b, = 0, das heifst, auch der zweite Schnittpunkt =,

der Geraden [yz] und der Polkurve fillt mit y zusammen. Die Gerade [yz] oder, was nach

Obigem dasselbe ist, die Gerade yp hat also mit der Polkurve die beiden in den Punkt i
zusammenfallenden Punkte x, und @, gemein; sie ist somit cine Tangente der Kurve, und
der Punkt y ihr Berithrungspunkt. Man hat daher den Satz:

Fig. 77.

Dic Polare eines Punktes der Polkurve eines Polarsystems ist die Tan-
gente der Kurve in diesem Punkte.

Nennt man noch zwei Punkte  und 2 eines Polarsystems, von denen jeder auf der
Polare des andern liegt (vgl. S.127), hinsichtlich des Polarsystems konjugiert, so kann
man die Gleichung

B e o U R S | £ 1
oder die gleichwertige Gleichung
B e e e [ e

als die Bedingung des Konjugiertseins der Punkte y und z hinsichtlich des Polarsystems p
bezeichnen.

Lifst man dann den Punkt y cine feste Gerade beschreiben, von der cin belicbiger
Stab mit @ bezeichnet sein mag (vgl. Fig. 77), und bestimmt zu jeder Lage des Punktes o
den auf derselben (feraden ¢ liegenden konjugierten Punkt z, so erhilt man auf ihr zwed
projelttve Punktrethen von besonderer Art. In der That sind zunidchst die beiden Punktreihen
der Punkte y und z projekfiv; denn nach S. 116 wird eine Punktreihe durch eine Jede Reci-
procitit, insbesondere also auch durch ein Polarsystem, in ein projektives Strahlbiischel iiber-
gefilbrt. Es ist daher auch das Strahlbiischel der Polaren g, welches der Punktreihe der

[!
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Punkte y durch das Polarsystem zugewicsen wird, zu dieser Punktreihe projektiv. Die Punkt-
reihe der Punkte 2 andererseits ist wieder zum Strahlbiischel dieser Polaren yp perspektiv.
o=t

Denn die Erklirungsgleichung konjugierter Punkte

e e o b e B T | B

besagt ja, dafs der zu ¥ konjugierte Punkt 2 auf dem Strahle yp liegt. Folglich ist die
Punktreihe der Punkte x zu dem Strahlbiischel der Polaren yp auch projektiv (vgl. Teil II
S. 43) und somit auch projektiv zu der mit diesem Strahlbiischel projektiven Punktreihe der
Punkte .

Die beiden Punktreihen der Punkte y und 2 haben nun aber noch die besondere Wigen-
schaft, dafs, wenn dem Punkte g, aufgefafst als Punkt der ersten Punktreihe, in der zweiten
Punktreihe der Punkt % zugeordnet ist, dann auch umgekehrt dem Punkte z, aufgefafst als
Punkt der ersten Punktreihe, in der zweiten Punktreihe der Punkt » zugewiesen wird, was
man unmittelbar aus dem gleichzeiticen Bestehen der Gleichungen

LSS

folgern kann. Ks r":h'f.'{f,i‘f‘('a"!’h"..’.’ stele also e et einander vugeardnete Punlile der beiden Punlt-

zoyp]l=0 und 413) [y-zp]|=10

rethen wwechselseitiy.

Zwei solche projektive Punktreihen auf dem nimlichen Triger mit der besonderen
Eigenschaft, dals ihre zugeordneten Punkte sich wechselseitic entsprechen, spielen in der
Geometrie der Kegelschnitte eine wichtige Rolle, und man hat daher fiir sie auch einen be-
sonderen Namen cingefithrt. Man sagt nidmlich von zwei solchen Punktreihen einer Geraden,
sie bilden eine Punktinvolution oder kurz eine Involution auf der Geraden, und nennt
zwei entsprechende Punkte der beiden Punktreihen ein Paar der Involution.

Eine solche Punktinvolution auf der Geraden kann als ein bindres Abbild des Polar-
systems @n der Ebene aufgefafst werden, insofern die beiden Grundeigenschaften einer sol-
chen Involution, die projektive Zuordnung und das wechselseitige Entsprechen der Ele-
mente, ja auch gerade fiir das Polarsystem charakteristisch sind. Aus diesem Grunde wurde
schon oben das Polarsystem als inwvolulorische reciproke Verwandtschaft bezeichnet. Die
oben betrachtete Involution auf der Geraden (7 bildet aber ferner zugleich einen Awsschnitt
aus dem Polavsystem p; denn man kann das oben gewonnene Ergebnis auch in der Form
aussprechen:

Auf jeder beliecbigen Geraden & der Ebene bilden die konjugierten Punkte
eines Polarsystems eine Involution.

Von dieser Involution sagt man noch, sie werde dureh das Polarsystem (oder auch
wohl durch seine Polkurve) auf der Geraden G hervorgeritfen.

Die vollstindige analytische Darstellung dieser Involution erhdlt man, wenn man zu der
Bedingungsgleichung fiir ein Paar konjugierte Punkte fiberhaupt

411)

»-yp] =0 noch die Gleichung hinzugefiigt 414) [yx- (] =0,
welche ausdriickt, dafs die Gerade des Stabes [yz] mit der Geraden des Stabes & zu-

sammentfillt.

Schneidet die Gerade (7 — [yx] die Polkurve [z @p] =0 in zwei reecllen Punkten 7

unl x,, 50 bestchen fiir diese Punkte die Gleichungen
418) . o o« u i umeap]l=0 und 416) [z, -2,p] =0,
nnd vergleicht man diese Gleichungen ihrer Form nach mit der Bedingung [ yp| =0 fiir ein
Paar g, ® der Involution 411), 414), so sicht man, dafs die Punkte x, und x, in der Involution,
die das Polarsystem auf der Geraden ¢ hervorruft, sich selbst konjugiert sind, das heifst
die Doppelpunkte dieser Involution bilden. Den

<t man sich ferner diese Doppelpunkte
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und :x, wie oben auf S. 129 als Vielfachensummen irgend zweier Punkte y und 2 dargestellt,

welche ein Paar dieser Involution bilden, also der Gleichung
iy b AL e Eaypl=10
geniigen, so ergeben sich, wegen 411) mit Riicksicht auf 407) oder 408) fiir die Doppel-
punkte x;, und @, Ausdriicke von der Form
R R o ot [ T, y+4Dhx und =z, =y —hz,
und man erhilt da

1er den Satz:

Schneidet eine Gerade F die Polkurve eines Polarsystems, so liegen ihre
Schnittpunkte #, und z, harmonisch zu jedem Paare y, & derjenigen Involution,
die das Polarsystem auf der Geraden ¢ hervorruft.

Uebrigens sicht man sofort, dafs diese Beziehung auch una

hiangig von dem Begriff
der Polkurve, auf entsprechende Weise wie oben, schon im bindiren Gebiet hitte entwickelt
werden koénnen, und dafs daher auch ganz alleemein der Satz besteht:

Hat eine Involution auf einer Geraden zwei reelle Doppelpunkte, so wird
jedes Paar entsprechender Punkte durch die beiden Doppelpunkte harmonisch
getrennt.

Ferner bemerkt man, dafs von diesem Satze auch die Umnleliring gilt:

Die Gesamtheit der Punktpaare einer Geraden, deren Punkte durch zwei
feste Punkte dieser Geraden harmonisch getrennt werden, Lildet cine Invalution,
von der jene festen Punkte die Doppelpunkte sind.

In &hnlicher Weise wie oben die Bedingungsgleichungen

253) AR e by = by

fir die Ableitzahlen des Bruches p zu dem Zwecke geometrischer Folgerungen umgewandelt
wurden, lassen sich auch die aus den Gleichungen 383) folgenden Bedingungsgleichungen
STt S S CH R S L
fir die Ableitzahlen des adjungierten Bruches P umformen und durch Gleichungen ersetzen,
di¢ eine dirckte geometrische Deutung zulassen.
Mit Riicksicht auf die Gleichungen 564), 361) und 362) wird nimlich wieder

ELT) A s e s il TR L aderaweden s 8 5 2)
B T G S P e L e i o

Die Bedingungsgleichungen 384) verwandeln sich daher in die Gleichungen
e S A I RO [ ol oy 2 LSS W D i 2

Aus diesen Gleichungen fiir die Grundstibe F; und E. folgt dann wieder genan so wie in der
dualistisch entsprechenden Entwickelung (vgl. S. 126) das Bestehen der analogen Gleichung fiir
zwei beliebige Stibe 7 und W, das heifst der Gleichung

B R P Sl e e s v 2
Diese Gleichung moge die zweite Grundgleichung des Polarsystems heifsen; sie kann
als Ausgangspunkt fiir die Ableitung derjenigen Eigenschaften des Polarsystems dienen, die
den bisher entwickelten Eigenschaften dualistisch entsprechen. Zuniichst folgt aus ihr wieder,

dafs mit der Gleichung
421) . . . [W.VFP]=0 stets die Gleichung 422) . . . [F-WP]=20
verkntipft ist. Darin aber liegt der Satz (vgl. Fig. 78):
Wenn die Gerade des Stabes W durch den Pol von ¥ geht, so geht auch
die Gerade des Stabes V durch den Pol von ¥ hindurch,




Ferner frage man nach der Kurve, die der Polkurve dualistisch entspricht, das heifst
nach dem Umhiillungsgebilde aller derjenigen Geraden {7 der Ebene, die durch ihre eigenen
la"-'\‘ "'..-'“ ;'1illt:-lll'l.‘|'-'.'t'.|]~'i‘|. [Hese !\-Iil"-.'-.' maoge die Polarkurve des Pola
den.  Aus ihrer Erklirung folgt unmittelbar die Gleichung der Kurve

s A [ iy o IS T

Diese sagt aus, dals alle Ge

tems genannt . wer-

n, die der angegebenen Forderung geniigen, eine Kurve

zweiter Klasse umhiillen. In der That gehen von jedem Punkte der Ebene zwei reelle oder

imaginire Tangenten an die Kurve 423). Um dies zu zeigen, denke man sich jenen Punlt
als dufseres Produkt [ VW] zweier beliebigen Stibe 17 und T dargestellt, welche durch ihn
hindurchgehen (vgl. Fig, 79). Dann wird jeder beliebige Stab des Strahlbiischels mit dem
Scheitel [V ] sich durch ecine Summe von der Form V -+ § 1" ausdriicken lassen, und man

wird die in dem Strahlbiischel mit dem Scheitel V| enthaltenen Tangenten der Polar-

F+ l]IH'

W

P

.

T
il h,W

Fig. 75. Fig. 79.

lurve 423) erhalten, wenn man in die Gleichung 423) statt 7 den Ausdruck V-L G fiir
einen beliebigen Strahl jenes Strahlbiischels substituiert. Dadurch aber bekommt man fiir den
Parameter [j der in dem Strahlbiischel enthaltenen Tangenten der Kurve die Gleichung:
124 - . oL oL v [FELWA(V 5P =10 oder
420) . . . . [V-FPI+UW-VP|+[V-WP]) + §[W-WE| =0,
fiir dic man mit Riicksicht auf die zweite Grundgleichung des Polarsystems
420) : c ke WV P) =T WH
auch schreiben kann
426) « oo VPR -20[W VP 4 bW TWP] = 0.
Diese in [y quadratische Gleichung liefert fiir den Parameter 1) die beiden Werte
g Jo. 1 [W-VP| L+ V[W-VP:—[V.-TP| [W- - WP
% i | W WP ;
An die Polarkurve lassen sich also in der That von jedem Punkte [ VW] der Ebene zwei
reelle oder imagindre Tangenten legen, nimlich die Tangenten .
£98) oS e T V45, und U, =V40,W;

und sie ist somit wirklich eine Kurve zweiter Klasse, das heifst, man hat den Satz-

Die Polarkurve eines Polarsystems ist eine Kurve zweiter Klasse.




Hilt man in der’ Gleichung  426) den Stab ¥ fest, denkt sich aber den Stab W in
der Ebene verinderlich, den Punkt [ VW] also auf der Geraden ¥ verschiebbar, und fragt
nach denjenigen Stiben W, welche dureh die beiden vom Punlkte VW] ausgehenden Tan-
genten {7, und U, harmonisch getrennt werden (vel. Fig. 80), so hat man die Bedingung aul-
zustellen, der die Stibe W genugen
miissen, damit die Gleichung 426
fiir by zwet entgegengesetzt :\_;|<':.C]'|_{,"
Werte b, b und 0, ) liefere,
damit sich also firr die Tangenten [
und 7, Werte von der Form

(U, =F-+HhW und

| U, =V—hW
ergeben. Diese Bedingung findet man,

134)

wenn man den Koeffizienten von [y

in der Gleichung 426) gleich Null
setzt, wodurch man fiir den Stab W
die Gleichung erhilt
430) [W-FP]=0,

das heifst, es ergiebt sich eine Glei-
chung ersten Grades in W, welche
aussagt, dafs das Aufsere Produkt des
Stabes W und des Poles VP der
Geraden V- verschwindet; darin liept
der Satz:

Alle Stibe I, welche von

S V4w

einer festen Geraden ¥V durch
die vom Punkte [FI] ausgehen-
den Tangenten der Polkurve
harmonisch getrennt werden, gehen durch einen festen Punkt, nimlich durch den
Pol F P der Geraden ¥ hindurch. Oder:

Jedes Tangentenpaar, das sich von einem Punkte einer Geraden ¥ an die
Polarkurve eines Polarsystems legen lifst, bildet, zusammen mit der Geraden ¥
und der Geraden nach ihrem Pole VP in Bezug auf das Polarsystem P, I, einen
harmonischen Strahlwurf Oder kiirzer:

Der Punkt VP, welcher einer Geraden ¥ durch ein Polarsystem p, P als
Pol zugewiesen ist, wird durch die Polarkurve des Polarsystems von der Ge-
raden I harmonisch getrennt, '

Der Pol VP einer beliebigen Geraden ¥V in Bezug auf ein Polarsystem p, P ist also
tdentisch it dem gewilinlichen Kegelschnitispol jener Geraden in Bezug auf die Polatkurve des
Polarsystems. So sind namentlich auch die drei Zéhlerpunkte b; = F; P die Kegelschaittspale
der Grundstibe E; in Bezug auf die Polarkurve des Polarsystems.

Eine besondere Besprechung erfordert noch der Fall, wo der Stab 7, dessen Pol VP
zufolge der Gleichung 430} von den Geraden der Stibe W umbhiillt wird, selbst die Polarkurve
[&7- 7P| = 0 beriihrt, also der Gleichung

o IR S Bt o L i T e BTN
Geniige leistet (vgl. Fig. 81).

In dicsem Falle geht die Gerade 7, wie die Gleichung 431) zeigt, selbst durch ihren
Pol VP hindurch, was iibrigens auch aus dem Begriffc der Polarkurve folgt. Der oben be-
trachtete Punkt [ 7], den ein beliebiger Strahl W des Strahlbiischels mit dem Scheitel P




aus der Geraden 7 ausschneidet, fillt also mit dem Punkte I, das heifst mit dem Pole der
Geraden V, zusammen. Aus der Voraussetzung, nach welcher die Gerade des Stabes 17 cine
Tangente der Polarkurve ist, folgt aber weiter, dafs von den beiden Tangenten U7, =F 4+, H
und U, = F -+ 0, W, die sich von dem Punkte [FW] aus an die Palarkurve legen lassen, die
cine, sagen wir die Tangente [/, =1 - ), W, mit der Geraden ¥V zusammenfallen mufs, und
es wird somit j, = 0; und, da wegen 450) tiberdies b, , ist, so wird auch I, = 0, das heifst,

auch die zweite vom Punkte [VW] ausgehende Tangente [f, fillt mit der Geraden ¥ zu-
sammen. Vom Punkte [ VW], oder was das-

selbe ist, vom Punkte VP, lifst sich daher

nur eine Tangente an « Polarkurve zichen,
nimlich die Gerade ¥ selbst; fololich ist der
Punkt VI der Beriihrungspunkt der Ge-
raden V. Man hat also den Satz:

Der. Pol einer Tangente der
Polarkurve ist der Berithrungspunkt
dieser Tangente.

Nennt man noch zwei gerade Linien

Vund W eines Polarsystems, von denen jede

Fig. 51. Fig, 82. GRS

durch den Pol der andern geht (vgl. S.133), hinsichtlich des Polarsystems konjugiert,
so kann man die Gleichung

430) . . [W-VP] =0 oder die gleichwertige Gleichung 432) [V.TWP]=0
als die Bedingung dafiir bezeichnen, dafs die beiden Geraden ¥ und W hinsichtlich des Polar-
systems P konjugiert sind.

Lifst man dann die Geraden V7' ein Strahlbiischel beschreiben, dessen Mittelpunkt
mit f bezeichnet sein mége (vgl. Fig. 82), und bestimmt zu jedem Strahle ¥ dieses Strahl-
biischels denjenigen konjugierten Strahl W, der ebenfulls durch f feindurehgehd, so bilden die
Strahlen W im Punkte [ ein zweites, zum Biischel der Strahlen 77 projelitives  Strahlbiischel
mit der besonderen Higenschaft, dafs die Strahien beider Biischel einander weehselseitig xu-
geordnet sind.  In der That sind zunichst die beiden Biischel der Strahlen ¥ und W projefitiv,
denn: nach S. 119 wird ein Strahlbiischel durch eine Jede Reciprocitit, insbesondere also
auch durch ein Polarsystem in eine projektive Punktreihe iiberpefilhrt, Es ist daher auch

die Punktreihe der Pole VP, welche dem Strahlbiischel der Geraden Vo zugewiesen wird, zu
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diesem Strahlbiischel projektiv. Das Strahlbiischel der Geraden W andererseits ist wieder zu

der Punktreihe dieser Pole VPP perspektiv. Denn die Erklirungsgleichung konjugierter Geraden
i) R I SR R N e [ s B

besagt ja, dafs die zu V" konjugierte Gerade W durch den Punkt ¥ P hindurchgeht. Folglich

ist das Strahlbiischel der Geraden W zu der Punktreihe der Pole VP auch projektiv (vgl

Teil IT S. 42) und somit auch projektiv zu dem mit dieser Punktreihe projektiven Strahlbiischel

der Geraden V.

Dafs aber auch die Strahlen V" und W der beiden Strahlbiischel cinander wechsel-
setiy zugeordnet sind, folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen

450) . s e o . [WEFP]=0 und 432) {F- WPl =0.

Man sagt nun von zwei projektiven Strahlbiischeln, deren Scheitel in einen Punkt
zusammentfallen, und deren zugeordnete Strahlen sich wechselseitiz entsprechen; sie bilden
zusammen eine Strahlinvelution oder kurz eine Involution in jenem Punkte und nennt
zwel entsprechende Strahlen der beiden Strahlbiischel ein Paar der Involution.

Eine solche Strahlinvolution in einem Punkte kann ebenso wie die Punktinvolution auf
ciner Geraden als ein bindres Abbild des Polarsystems in der Ebene aufgefalst werden. Die oben
betrachtete Involution im Punkte [ insbesondere bildet iiberdies einen Ausschnitt ais dem Polar-
systei P25 denn man kann das gewonnene Ergebnis auch in der Form aussprechen:

In jedem beliebigen Punkte f der Ebene bilden die durch ihn gehenden
konjugierten Strahlen eines Polarsystems P ecine Strahlinvolution.

Von dieser Involution sagt man ferner, sie werde durch das Polarsystem P (oder
auch wohl durch seine Polarkurve) én dem Punlte f hervorgerufen.

Die wollstindige analytische Darsiellung dieser Involution erhilt man, wenn man zu
der Bedingung fiir ein Paar konjugicrte Geraden ¥ und W iiberhaupt

30). . . [W-FP]=0 noch die Gleichung hinzufiigt 4383) [VIW-f] =0,
welche aussagt, dafs sich die Geraden V' und W im Punkte f schneiden.

Lassen sich von dem Punkte [ an die Polarkurve [I- UF] =0 zwei reelle Tangenten

U, und U, legen, so bestehen fiir diese Tangenten die Gleichungen

434) . . . . . . [U;-UP]=0 und 435 [U,-U,P]=0,
und vergleicht man diese Gleichungen ihrer Form nach mit der Bedingung [W.VP] =0 fiir
ein Paar V" und W der Strahlinvelution 430), 433), so sicht man, dafs die Geraden O, und I,
in der Involution, die das Polarsystem P in dem Punkte f hervorruft, sich selbst konjugiert,
das heifst diec Doppelstrahlen dieser Involution sind. Denkt man sich daher diese Doppel-
strahlen U, und U, wie oben auf S. 134 als Vielfachensummen irgend zweier Stibe 77 und W
dargestellt, welche ein Paar dieser Involution bilden, also der Gleichung

g e e Tt M e .. [W=FP]=0
genligen, so ergeben sich wegen 430) mit Riicksicht auf 426) oder 427) fiir die Doppel-
strahlen U/, und U7, Ausdriicke von der Form

200 . . .. o o U =FHHW und T = V4W
und man erhilt daher den Satz:

Lassen sich von einem Punkte f an die Polarkurve cines Polarsystems
zwei reelle Tangenten U, und U, zichen, so liegen diese Tangenten harmonisch
zu jedem Paare V" und W derjenigen Strahlinvolution, die das Polarsystem in
dem Punkte f hervorruft.

Die gewonnene FEigenschaft der Strahlinvolution hat aber wieder eine allgemeinere
Bedeutung. Denn man kann ganz unabhiingig von dem Begriffe der Polarkurve, auf ent-
sprechende Weise wie oben, schon im bindren Gebiete den Satz beweisen:

Festschrift deor Latina, 18
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I Hat cine Strahlinvolution eines Punktes zwei reelle Doppelstrahlen, so
i wird jedes Paar der Involution durch die beiden Doppelstrahlen harmonisch
i getrennt. Ferner gilt von diesem Satze auch die Umkehrung:
; e Gespmitheil der .\:.".I'H.l'}.lr_lr-'r.'r-'."-' eines  Strallbiisclhiels, die von zwver J.':r.\'.fr;.-' Sirahlen
[} {-I?.'I{-ﬂ-\' .Ira'-"f_.‘\'lf'u"-‘r'.'r.‘é fe'-.fH'.i'.l-'Hu.".-:n'".l"i _a,h".l'a‘-".lrr.-'l" .f.r'.--;--f,,,.-‘ Lililef .r.f-;fr' h'l".-'.'.',-"a.l".l'j.nr‘rr.l'.fr.f.flur.'r_ il FEr Jrnl.'Jlllrj,l.l":'l.\,lr,r'n',n'ﬂi.'.l'-.",lp
| jene festen Strallen sind.
1
| flal
i.
f Die Thatsache, dafs der Pol und die Polare cines Polarsystems sowohl durch dessen
il Polkurve (vgl. S. i.":l'll;u wie durch dessen Polarkurve (vel. 5. 135) harmonisch getrennt werden,
! legt die Vermutung nahe, dafs die beiden Kurven iiberhaupt identisch sind, dafs also dic
il Tangenten der Polkurve nichts anderes sind als die Umbiillungsgeraden der Polarkurve (vgl.
1 Fig. 83). Um dies rein analytisch zu be-
L weisen, bezeichne man die Polare des
L:T Punktes » mit [, sctze also
136) . ap=1U
[ [st dann ferner noch
i 137) . . b=0 ist, so wird nach 380)
Iy 2 !
. =1 - oder wegen 388)
sshe et
]
Mit Hiilfe der beiden Formeln 436)
und 438) aber lifst sich die linke Scite
e der Polkurvengleichung
439) |& - xp| = 0 umformen; man erhilt
Ir ] 1
2 |{ .r"i#| = I I . lll 0:_::_'.!'
e
[ SN e )
440) [z - zp] - il . UP|
T fig. 8 Diese Umformung war aber an die
! | Bedingung gekniipft, dafs b= 0 ist, und
zeigt also, dafs, wenn diese Bedingung erfiilll ist, und unier U die Polare xp des Punliles x
A verstanden wivd, die Gleichung
430y x-xzp| =0 stets die Gleichung
d41) . . . . . . . . . . . [U.UP]=0 nach sich zieht, und dafs umgekehrt die
| letztere Gleichung die erstere zur Folge hat.
Wenn aber der Punkt x der Gleichung 439) geniigt, also auf der Polkurve liegt, so
ist, wie oben (vgl. 5. 130 f) gezeigt ist, die Polare {7 — xgp die Tangente der Polkurve im
Punkte #; und da die Gleichung 441) die Polarkurve darstellte. so besagt das Zusammen-
i bestehen der Gleichungen 439) und 441) wirklich, dafs jede Tangente der Polkurve eine Um-
ixdl hiillungsgerade der Polarkurve ist.
Geniigt andererseits die Gerade 7 der Gleichung 441), ist somit IJ eine Tangente der
Polarkurve, und ist aufserdem wic vorher zp == I7, also nach 438) z —-LF'_I{ so ist der
#ihl Punkt z, welcher dann der letaten Gleichung zufolge den Pol jener Tangente 7 der Polat-
"';_ﬂ kurve darstellt, nach S. 186 der Berithrungspunkt jener Tangente {7 der Polarkurve. Das
i :"I
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Zusammenbestehen der Gleichungen 441) und 439) zeigt daher, dafs die Berithrungspunkte
der Tangenten der Polarkurve zugleich Punkte der Polkurve sind.
Man hat also den Satz:

Unter der Voraussetzunyg, dafs die Determinante b eifies Polarsystems von

Null verschieden ist, fillt seine Polkurve mit seiner Polarkiirve zusamimen.

Zehnter Abschnitt.
Ausartende Polarsysteme.

Die bisherige Untersuchung erstreckte sich vorzugsweise auf Polarsysteme, deren De-
terminante b= | by | von Null verschieden ist. Und in der That erfordern die Polarsysteme
mit verschwindender Determinante eine besondere Betrachtung, zu der wir nunmehr iiber-
gehen wollen.

Es sei also ein Polarsystem gegeben durch einen Bruch

442% . S mmee Sl bl a2,
der als Ausdruck éines Polarsystems der Grundgleichung des Polarsystems

£A3) L e S T A e s i
Geniige leistet, der sich aber von den bis betrachteten Briichen g dadurch unterscheidet, dafs
das &dufsere Produkt seiner Zihler, das heilst das Prodult

L R e
ist, dafs also die Determinante b by | verschwindet. Diese Gleichung 444) bedingt es,
dafs der réciproke Wert des Bruches p keinen Sinn mehr hat, und dafs daher alle diejenigen

< : : : 1 ! ;
Formeln des vorigen Abschnitts, in denen der Bruch o auftrat, ihre Bedeutung verlieren.

Aus der Gleichung 444) folgt, dafs zwischen den drei Zihlerstiben B, B, B. eines
solchen ausgearlelen Polarsystems p eine Zahlbeziechung herrscht, also eine Gleichung von
der Form

B, + 8,8, =0

i) e T e e e e b N Bl oL 3
ahlgrifsen & von Null verschieden ist. Man hat

1

besteht, in der wenigstens eine der drei Z

dann zwei Fille zu unterscheiden, erstens den Fall, wo von den drei Produkten aus je zweien
der Grofsen Jf3; wenigstens eins von Null verschieden ist, und zweitens den Fall, wo alle

diese drei Produkte gleichzeitizg verschwinden.

Zuerst sei also der Fall betrachiet, dafs wenigstens eins von den drei Produlden
[B,0,], [B, B8], | B B, von Null verschieden ist. Es lifst sich zeigen; dafs in diesem Falle
neben der Gleichung 445) nicht noch eine zweite von ihr unabhingige Zahlbezichung bestehen
kann. Ist nimlich zum Beispiel das Produkt

) Sl sl e s e el R il R S
so herrscht sicher zwischen den Stiben B, und B, kein¢ Zahlbezichung. Daraus aber folgt,
dafs in der Gleichung 445) der Koeffizient &, = 0 sein mufs; denn bei verschwindendem 8,
wiirde sich ja die Gleichung 445) auf cine Zahlbezichung zwischen B, und B, allein redu-

zieren, und eine solche ist eben durch die Ungleichung 446) ausgeschlossen. Ist aber &,
so ist die Gleichung 445) nach B, auflésbar und liefert fir B, den Wert

)

2 RS S N T L T
a \"'::

B

3%
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Angenommen nun, es bestiinde zwischen den drei Stiben B, B,, B, noch eine zweite Zahl-
beziehung:

2 1 R R s S A ) 0
die von der Zahlbeziehung 445) unabhingig wire, so setze man den Wert von B, aus 447)
in die Gleichung 448) ein. Dadurch wiirde sich diese dann in eine Gleichung von der Form

- . :

B e T e B g -]

verwandeln miissen; und in dieser konnen dann wieder die beiden Zahlgriofsen g, und g, nicht

beide gleichzeitie verschwinden, weil sonst die beiden Zahlbeziechungen 445) und 448

18) gegen
die Annahme nicht von einander unabhingig sein wirden. Es giibe also zwischen den Stiben
B, und B, eine Zahlbezichung. Eine solche aber widerspricht der Voraussetzung, nach der
das Produkt [B, B,] = 0 sein soll. Man hat also den Satz

Sobald also das Produkt
ALY e e s e R B e ()

ist, aber wenigstens etns von den drei Produkten [B,B,|, [B,B,], [B,B,] von Null
verschieden ist, besteht zwischen den drei Gréflsen B; eine und sur ecine Zahl-
beziehung
e e i e D e Bt L
Eine solche Zahlbezichung sagt aus, dafs die Geraden der drei Stibe B; einen Punkt

mit einander gemein haben (vgl Fig. §4). Um die Eigenschaften zu ermitteln, die hieraus fiir
das Polarsystem p entspringen, bezeichne
man noch denjenigen Punkt, dessen Ableit-
zahlen die Koeffizienten der LZahlbeziehung
445) sind, mit s, setze also

450) . s=18¢ + 3,¢, 4 3.¢,,
so ldfst sich wegen 412) die Gleichung 445)
auch in der Form schreiben

L Eg PR . S (),

in der sic fiir geometrische Folgerungen ge-
eigneter ist.

Zunichst nimlich zeigt diese Gleichungs-
form, dafs der Punkt s in dem Polarsystem p
keine FPolare besitzt, oder, wenn man will,
dafs seine Polare ganz unbestimmt ist. Man
kann nidmlich die Gleichung 451) auch durch
die Gleichung

152) . . ooap=O.W
ersetzen, in der W einen ganz beliebigen
Stab der Ebene bedeutet, und sagt daher
Fig. 84, von dem Punkte 5. er sei zum I‘r,«f.rf.'r'x_.il,r.-;-.i’r!u,l
P apolar

Ferner folgt aus der Gleichungsform 451) sofort, dafs der Punkt s auf der Polkurve
des Polarsystems liegt. Denn multipliziert man die Gleichung 451) mit s, so findet man fiir

den Punkt s die Zahlgleichung

b Py el L=l e s T S T e s-8p| =10,
aus der hervorgeht, dafs der Punld s der Pollwrve
454) T wEl s S A e =10 angehird

Aber die Gleichung 451) zeigt zugleich, dafs der Punkt s auch auf der Gevaden aller
drei Grundslibe B; Wegen miufs, also der gemeinsame Schnittpunkt dieser drei Geraden ist.
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In der That erhilt man mit Riicksicht auf die Grundgleic
Produkte [sB5;] die Darstellung

mng 443) des Polarsystems fiir die

i55), .. .. 4 T A [5 3; *- GP) = |

welche wirklich aussagt, dafs der Punkt s den drei Polaren B; der drei Grundpunkte g; an-
lLll'.|'.u"u'.'|. ]|i|'~ }':I':jl']l:1iﬂ

(st sich aber noch werallgemeinern. Ist nimlic

1V die Polare eines
ganz beliebigen Punktes y. also
ey R S LT e o WP,
so geht auch die Gerade des Stabes ¥ durch den Punkt s hindurch: denn es wird wieder
) A R e SR R 31 2 e e [# - sp] 0.
Sieht man daher davon ab, dafs zufolge der Gleichung 452) jeder beliebige Stab W der Ebene,

wenn man sich ihn mit dem Koeffizienten (0 behaftet denkt, als Polare des Punktes s aul
gefalst werden kann, so bleiben als Polaren von Punkten der Ebene nur solche Geraden
luﬂil'i.':,_‘r, diz durch den .'1.Ile_‘.l_'}'.L,::-C]'l[‘.:,-i_:'-n Punkt ¢ des ['ﬂ}.‘ll'_ﬂ}'_-;‘.-:'}'llﬂ hi]'ﬂ|'|_'|_|'{_‘!'|§_.f¢':]]|"|'|_

kehrt einer jeden durch den Punkt s gehenden Ge-
raden V', die einem Punkte y der Ebene als Polare zugeordnet ist, also der Gleichung

Dafiir aber gehdrt dann umg

T P e T b | T T
geniigt, als Pol suchi nwr dieser eine Punkt y zu, sondern zugleich auch die siamtlichen
Punkte y 4 gs der geraden Verbindungslinie von y und 5. Wegen 451} wird nimlich

168) . . . . oL . Gt e)P=ypt+osp=yp=V,
das heifst, die Gerade V

kann auch als die Polare
eines jeden beliebigen Punk-
tes ¥ -+ qs jener Verbin-
dungslinie [ys] aufgefafst
werden.

Um die Gestalt der
Polkurve

459) . [z-zp] =0

eines solchen ausgearteten
Polarsystems kennen zu ler-
nen, zeige man zundchst
gerade so wie bei einem be-
lichigen Polarsystem, dafs
die Polkurve 459) von einer
ieden Geraden [ya] in zwei
reellen  oder imaginiren
Punkten x, und =,
ten wird (vgl. Fig.

geschnit-
856). Man
substituiere dazu wieder in
die Gleichung 459) statt z
den Ausdruck # 4 hz fiir

den laufenden Punkt der Geraden [yz] und erhilt so die in [) quadratische Gleichung
460) . . . . . . . [y-yp]+20[z yp] +B°
Sind b, und ), ihre beiden Wurzeln, so sind

E: ,‘,I.il = [},

o, =y-+hx und = =9+ 0h=
die beiden gewiinschten Schnittpunkte der Geraden |IJJ|':_| mit der Polkurve. Und diese beiden
Schnittpunkte konnen, falls die Linie [yz] nicht gerade durch den Punkt s hindurchgeht,
auch niehl in einen Punit xusammenfallen, weil sonst, wie man sich leicht iiberzeugt, zwischen
den l; noch eine xweife Zahlbezichung herrschen miifste, was nach S. 140 in dem vorliegenden
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Falle ausgeschlossen ist. Die Gerade [#2] schneidet also wirklich die Polkurve in zwei ge

I trenniten Punkten z; und a..
| Dann aber folgt wieder aus der fiit die betrachtete Ausartung charalkteristisclien
Gleichung 151), dafs der Polkurve auch jeder Punld n"r.r_.u'f.u'.«"ln.r-"f-' Lieidenn  Geraden x. 5] und
. |, 8] angehirt, welche die Punkie @, wnd ®, mit dem Punlie s verbinden. Ein jeder Punkt
| imlich, der einer von diesen beiden Geraden angehort, lifst sich unter der Form ;L gs
i_,.i, (% 1, 2) darstellen. Und setzt man den Ausdruck x; 4 qs statt  in die linke Seite der
II Gleichung 459) ein, so nimmt diese die Form an [(z; -+ gs) - (2 + gs)p] oder
| [x; - z;p] + 20 |z sp| + 0° s sp)
' In dieser Summe verschwinden aber die beiden letzten Glieder wegen 451); doch auch das
I:I erste Glied ist gleich Null, da nach der Veraussetzung dic beiden Punkte i auf der Polkurve
: liegen. Also ist der Punkt
; ;'j// @i -+ as ebenfalls ein PFunkt
% der Pollkurve. Die Kurve ent-
R L hilt daher die beiden vom
! i Punkte & nach den Punkten
il x, und =, laufenden Geraden
L und kann, da sie von zweiter
Ordnung  ist, auch nuwr aus
diesen beiden Geraden be-
by stehen, sie zerfillt somit in
ein Geradenpaar mit dem
' Doppelpunkte s
. Die Parameter [, und [,
: der beiden Punkte x; und
1 x, werden entgegengosetz
gleich, das heifst, der Punkt-
! wurf yx 2, 2, wird harmoniseh
(vgl. Fig. 86), wenn der Koef-
fizient von [) in der Gleichung
460) vetschwindet, wenn also
: & die Gleichung besteht
T Fig. 86. [# - yp] =0.
b Dann liegt der Punkt z auf
I der Polare yp des Punktes %, von der bereits oben gezeigt ist, dafs sie durch den Punkt s
f hindurchgeht, und dafs sie zugleich auch jedem Punkte y 4 s als Polare zugeordnet ist, der
! auf der Verbindungslinie von y und s gelegen ist.
Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich daher in den Satz zusammenfassen:
Verschwindet das dufsere Produkt der drei Zihlerstibe des Bruches ,
(s ohne dafs zugleich alle drei Produkte aus je zweien von diesen Stiben null sind,
so zerfillt die Polkurve des Polarsystems p in ein Linfenpaar. Die Polaren
simtlicher Punkte der Ebene hinsichtlich eines solchen Polarsystems p gehen
durch den Doppelpunkt dieses Linienpaars hindurch und werden durch das
i Linienpaar von ihren Polen harmonisch getrennt. Umgekehrt kann eine jede
i Gerade, die durch den Doppelpunkt des Linienpaars geht, als Polare cines jeden
Punktes aufgefafst werden, der von ihr durch das Linienpaar harmonisch ge-
trennt wird, das heifst, der Pol einer solchen Geraden kann auf dem Strahle be-
sy liebig gewidhlt werden, der jener Geraden hinsichtlich des Linienpaars harmo-

fnisch zugecordnet ist
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Da der Satz von der Identitit der Pol- und Polarkurve nur fiir den Fall bewicsen
ist, wo das dufsere Produkt |B, B, B,] = 0 ist, so bedarf die Polarkurve
161) . A ER O A R

bei den ansgearteten Polarsystemen, filr welche

jenes Produkt verschwindet, einer beson-

deren Untersuchung, Dazu beriicksichtige man, dafs bei der soeben betrachteten ersten Art
der Ausartung des Polarsystems p die Zihler b; des adjungierten Bruches
|'I_J,| b.. f.l::

e N e

a2

E! iif::.

ein Vielfaches des Punktes s darstellen miissen. Denn da, wie bewiesen, die drei Zahler

stibe £; des Bruc

1es p durch den Punkt s hindurchgehen, so miissen die Produkte je zweier
von ihnen, das heifst also die Zahler des adjungierten Bruches P, sofern sie von Null ver-

schicden sind, abgesehen von einem Zahlfaktor den Punkt s liefern. Aber dies Ergebnis

lifst sich noch bestimmter formulieren. Multipliziert man nimlich die Gleichung 445)
B, so erhilt man die Gleichung

8 [B,B]+ & [B,B,]=0 oder wegen 358)

mit

9, ff_l: f’)l.

Aus dieser Gleichung und den beiden eyklisch entsprechenden Gleichungen folgt zuniichst,

dals die Punkte k;, (falls siec nicht null sind}, in emen Punkt zusammenfallen. und dieser Punlt

kann, wic schon oben gezeigt ist, kein anderer sein als der Punkt s. Andererseits entspringt
aus diesen Gleichungen die laufende Proportion

e g e e B.i8, 8, =0 th b,
fiir dic man auch die Doppelgleichung schreiben kann

464) L Sy e e SRR ' 3

Und da aufserdem dic Punkte §; mit dem Doppelpunkte s der Polkurve zusammenfallen, so
mufs der gemeinschaftliche Wert der drei Briiche 464) ein gewisses Vielfaches von s sein.
Man erhilt somit die drei Gleichungen

by
E fs oder
468) . . . bi=18:s

Fiir den adjungierten DBruch 462) ergiebt sich
daher die Darstellung
3.8, B

Y, T, B

466) . . P=t{
Ist also
467) V=uE+4bE+0E

1 i b
cin ganz beliebiger Stab (vgl Fig. 87), so wird

wegen 466) sein Pol
468) VP =3, 4 0.8, -+ 0,808
Die hier in der Klammer auftretende Summe Fiz, 87
. 87,

ist nun aber mit Riicksicht auf dic Werte von
F und s (vgl. Gleichung 467) und 450)) gleich dem dufseren Produkte [Vs], und die Glei-
chung 468) lifst sich daher in der einfacheren Form schreiben

AT e et il e e i B ) VP =t Vs

welche zeigt, dafs der Pol einer beliebigen Geraden ¥V hinsichtlich des Polar-

.'H.,

systems PP mit dem Punkte 5 zusammenfillt, wofern nicht die Gerade des Stabes I
selbst durch den Punkt s hindurchgeht.
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In diesem Falle nimlich verschwindet der Faktor [Fs], und die Gleichung 46%) redu-

ziert sich daher auf die Form
i L0 ) B i S P ()
11l welche aussagt, dafs dann der Pol des Stabes 7 unbestimmt bleibt. Man erhilt also den Satz
i Lerfillt die Polkurve eines Polarsystems g in e¢in Linienpaar mit dem
I Doppelpunkte s, so sind die Stibe des Strahlbiischels, das den Punkt s zum
11t Scheitel hat, zu dem adjungierten Polarsystem P apolar.
L Aendert man ferner in der Gleichung 469) die Bezeichnung, schreibt sie nimlich in
| der Form UPr—f|Us|s,
1 und multipliziert sie dann mit U7, so findet man fiir die der Polarkurve des Polarsystems zu
i gehorende quadratische Form [ - U P] die Darstellung
L R L [T 17 Sl O
. das heifst, die quadratische Form [U-UP] ist gleich dem Produkte aus einer Kon-
| : stanten f und dem Quadrat einer linearen Form.
g I' Die Gleichung der gesuchten Polarkurve lautet daher
by e o et o o e ()
und stellt doppelt zihlend dasjenige Strahlbiischel dar, dessen Scheitel der Doppelpunkt s
(T des die Polkurve bildenden Linienpaares ist. ©Man hat also den Satz:
i Zerfillt die Polkurve ecines Polarsystems in ein Linienpaar, so artet die
Polarkurve des adjungierten Polarsystems in ein doppeltzihlendes Strahlbiischel
] aus, dessen Scheitel der Doppelpunkt des Linienpaares ist.

jr.lhl' x H'Pflfr‘ fh” er f,.,r.f,-.lf i’.-",i".\:r':'lJH';,i'r-rfa’,l,-' n"r'.-.' f’f'rm"x!.il.'l"ax f;___f:__f:’::| r'fluf.l'rf.r-.i.r f'.'u.l.lu, J'.~'|‘
der, wo die similichen drei 2weifaliorigen Produlkie B, B, BB, [B,B,| null sind, wo also
die drei Gleichungen bestehen
\ A3, T 8,8, = [B,B,] [B, B, =10,
welche iibrigens die Gleichung
ATV S e e e et AR BB =
nach sich ziehen.

{
|
™
e |' ].l: ) it Sy .E vy % r 1 = = {'-"' 5 » " ro ¥ " J o
| st dabel wenigstens noch ecine von den drei Grifsen B;, etwa B, von Null ver-
' schieden, so werden zwischen den drei Gréfsen B; zwei Zahlbeziechungen von der Form be-
stehen miissen
1‘:':,' f”J, H:_\- !]'”. oder
) 178) . . Lo o B —B/=10 und gB —B, =0,
I Diese Gleichungen sagen aus, dafs die drei Stibe B, B, B, sofern sie nicht null sind, der

nédimlichen Geraden angehiven (vgl, Fig, 88).
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Bezeichnet man ferner noch die beiden Punkte, die aus den Grundpunkten g, e, ¢
durch die Koeffizienten der beiden Zahlbeziehungen 475) abgeleitet werden konnen, mit &
und {, setzt also

Li6) . et e . s=fe,—e, und {— 08— &y,
so lassen sich die Gleichungen 475) auch in der Form schreiben
Lt o e .. Sp=0 und. ip =]

Aus diesen beiden (__||t_:il'_‘|11_[|:1;._{-::1'| |-e;|[_|;t leﬂ.ﬁt:i]ﬁt. dafs e Punlte s wid .r.r.?.fllf' ider

Geraden der drei Stitbe B; liegen miissen: denn es wird

f [sB;] = [s - eip| [ei- sp] = 0.

| [1B:]| = [t - eip] = [e; - tp] = 0.
Ferner zeigen die Gleichungen 477), dafs die beiden Punlie 5 wund ¢ ziwon Polar-
system p apolar sind. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber offenbar auch jeder Punkt s bt
der Geraden

7o) . . s, I <« B=Tsf]

In der That folgt aus den Gleichungen 477) fiir ganz belicbige Werte der Zahlgréfse ) die
Gleichung

oL S e T T S 2 o e e

welehe wirklich aussagt, dafs Giberhaupt jeder Punkt der Geraden S sum Polarsystem p apolar
isf. Diese Gleichung 480) ist zugleich fiir die geometrische Deutung der neuen Ausartung
des Polarsystems am geeignetsten,

Multipliziert man sie némlich &ufserlich mit dem Punkte s I ¢, so erhilt man die
Gleichung

481 v . o« 4 v v v [0 s4 bEp]l =0
welche besaot:

Jeder Punkt s+ )/ der Geraden S - [si] liegt auf der Polkurve des Polar-
systems p.

Aber die Gleichung 480) zeigt zugleich, dafs die Polare eines Jeden beliebigen Punlies
der Libene mit der Geraden S tusammenfilll. In der That, ist V die Polare eines beliebigen
Punktes y, also

e e P SRS e b e R e I
so folgert man aus der Gleichung 480) unter Benutzung der Grundgleichung 443), dafs das
dufsere Produkt [(s - [#) V] verschwindet; denn es wird

483) . . . . L [EH0 V] =400 -ypl=[y (s + b)) p]=0.
Die Polare V' eines beliebigen Punktes y der Ebene geht also durch einen jeden Punkt
s 4 bt der Geraden S hindurch und fillt somit wirklich mit der Geraden S zusammen. Die
beiden Stdbe 1 und S koénnen sich daher nur um einen Zahlfaktor von einander unter-
scheiden, und man kann die Gleichung ansetzen

R B el s T v
in welcher der Faktor 1y eine vom Punkte y abhingende Zahlfunktion bedeutet., Bildet man
insbesondere diejenigen drei Specialgleichungen, die aus der Gleichung 484) hervorgehen,
wenn man den Punkt y durch die drei Ecken e; des Fundamentaldreiecks ersetzt, und
bezeichnet die Werte; welche die Funktion 1y, fir die Argumente e, €y, €, annimmt, mit
,, L, I, so erhilt man die drei Gleichungen

480) . . . . Bi=ep=1x8, B =ep=1vS, B,=e¢p--158
Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Zahlgrifsen 1; ergiebt sich leicht aus den
Grundgleichungen des Polarsystems

486) . . . . . .owososoe [EverD)i= ok &p]-

Festschrift der Latina, 19
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Fithrt man nimlich in diese Gleichungen anstatt der Produkte
".:U und r.P thre, Werté

1.8 und ;8 aus 485) ein, so bekommt man die Gleichungen

[ 8] toleg S|, Hir die man, wenn man noch
487 A T o = ¥ DS :;- . setzt, atch schréiben kann
Satel - T e | B 3, e

Aus diesen Gleichungen aber folgt die laufende Proportion
U Ty e BB S

1 L H {
welche wiederum gleichbedeutend ist. mit den Proportionalititsgleichungen

AR Le T e R e L
in denen [ einen konstanten Zahlfaktor bezeichnet, Die Gleichungen 4853) verwandeln sich
daher in
LT e ek, N S i I 2,8 B =188 B { &,8,
und es wird also
191) p=t 6,5, ©,5, 6,8
£ . e i

1 21 &
Aus dieser Darstellung des Bruches p kann man zunichst eine Bestitipung dafiir

1

| bene

ablesen, dafls jeder beliebige Punkt y der E
pOSY: 4 NN A Sy =0 e Ui < e

durch dén Bruch p in einen Stab der Geraden 8 iibergefithrt wird; denn durch Multiplikation

tes o den Wert

der Gleichungen 492) und 491) erhiilt man fiir die Polare yp des Pun
yp=1t0,% +9,8,+1,8) 8,
oder mit Ricksicht auf 492} und 487) den Ausdruck
L 3 R e S R R B = AT iy
welcher in der That zeigt, dafs die Po

are cines ganz beliebigen Punktes y der Ebene sich
nur: durch den. Zahlfaktor

Lo tlayS
von dem Stabe S unterscheidet.
Um ferner die Gestalt der Polkurve
0y A
L4 e i ; ¥ 4 - ? . 7 ’ |,.' .FJ‘)!--”

fiir die neue Ausartung des Polarsystems, das heifst {ir einen Bruch p, zu ermitteln, dessen
Zihler den Gleichungen 473) geniigen, multipliziere man die Gleichung

- i ] bk AN B e T st s kBt s .« ap=L[txE]5
die aus 493) durch Substitution von z an Stelle von y hervorgeht, mit @ und erhilt so fiir
die linke Seite der Gleichung 494) die Darstellung

L e R R R S e e e e Pt ] R B
und damit den Satz:

Bei der durch die Gleichungen 473) definierten Ausartung eines Polar-
systems p ist die seiner Polkurve zugehérende quadratische Form [z.-xp] das
'rodukt aus ciner Konstanten und dem Quadrat einer linearen Form.

Die Gleichung der Polkurve nimmt daher die Gestalt an

197) i i T SRR T et ] A LT 1
und man hat somit den Satz:

Verschwinden bei einem Polarsysteme p alle drei Produkte aus je zweien
von seinen Zihlern, so besteht seine Polkurve aus einer doppelt z&hlenden
Geraden; mit dieser Geraden fallen zugleich die Polaren simtlicher Punkte der
Ebene hinsichtlich des T'Hl;L|'.~.5':-;h:m_-. P Zusammen.

Die adjungierte Verwandtschaft bietet in diesem Falle wenig Interesse. Infolge der

Gleichungen 473) nimmt namlich der Ausdruck fiir den adjungierten Bruch
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i T4

(B, B,), |B,B), [B,B)

108 . - - —= die Form an
K, K. E,
£99) I e . P g 0, i
. i, I, , B,
und es wird daher tiberhaupt fir jeden beliebigen Stab 7 der Ebene
BORENA i et i o S S TP P=0,

das heifst, man hat den Satz:

Artet die Polkurve cines Polarsystems p in eine doppelt zihlende Gerade
aus, so ist in Bezug auf das adjungierte Polarsystem P jeder beliebige Stab ¥V
der Ebene apolar,

Man gelangt zu den beiden dualistisch entsprechenden Ausartungen des Polarsystems,
wenn man von dem Bruche
A Pl b b
E, B, K

ausgeht, diesen Bruch aber nicht wie bisher als adjungierten Bruch zu einem primitiven Bruche P

501)

auffafst, sondern selbst als einen urspriinglichen Bruch behandelt, zu dem erst ein adjungierter

Bruch p gebildet werden soll. Dabei seien im iibrigen die bisherigen Bezeichnungen fest-

gehalten. Es seien also die drei Zahler b; des Bruches P aus den drei Nennerprodulkten
olz) . - s v s o G=[EE) e=[EE] &=[E E.]

durch neun Ableitzahlen 8. abgeleitet, also als "'-KH :L]unummubn
S T L T e R B By ey + Biaea = Lﬂ‘:‘a’""

dargestellt, in denen die W den Bedingungen geniigen
5] §F O E e e e el ey TR AR ‘:1”; = ‘B_;,'_
Aus diesen folgt, wie oben gezeigt ist, dafs fiir beliebige Stibe ¥ und W die Grundgleichung
des Polarsystems besteht
Y e A ¢ e om o [ W VB =] Fs WP
Man setze l.].."l.['l]'l entsprechend der 1]11:111-11:-|_h:n Entwickelung voraus, dafs das Produkt
der drei Zihler I; des Bruches P, das heifst das Produkt
214 ] MR SN IS T o ol !.br: =)
ist, und unterscheide dLlch hier die be ult 1 l_:1t[r1ﬂl'|]c_, wo wenigstens edns von den drei zwei-
faltorigen Produlten [b,b,], [b, D], [b, b, von Null versehieden ist, und wo alle drei Produlte
gleichzeitiq verschwinden,
Im ersten Falle besteht zwischen den drei Zihlern &; des Bruches P eine wnd stuer
eine Zahlbeziehung, sie moge lauten:
GO SnEpotied S e B 4,60 =10
und sagt aus, dafs dlL drei Punkte &; einer und du%]hu_n Geraden angehéren (vgl. Fig. 89).
Bezeichnet man ferner denjenigen Stab, dessen Ableitzahlen die Koeffizienten der
Zahlbeziehung 507) sind, mit 8, setzt also

n[l‘-i) A A T .. a=0 B4+ 8 B &
» kann man wegen .ntj die Gleichung 507) durch rju: Gluchunﬂ ersetzen
J[]‘H el ] o=

welche den weiteren Fo]iﬁz‘ ungen zu Grunde gelegt werden soll,
Zunichst kann man dieser Gleichung wiederum die Form geben
Gk TR i T L T
in der x einen ganz beliehigen Punkt bedeutet, und welche daher aussagt, dafs der Pol des

L]

Stabes § hinsichtlich des Polarsystems P unbestimmt bleibt, oder, wie wir sagen wollen, dafs
der Stab 8 aum Polarsystemn P apolar ist.
1g*
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Ferner lolgt aus der Gleichung 509), dafs die Gerade S der Polarkurve des Pola
systems P angeldrt, denn der Stab § mufs ja auch der Gleichung geniigen
v L R i e s — \ e 0.

Aber die Gleichung 508) zeigt zugleich, dafs die Gerade des Stabes S auch dureh alle drei

Grundpunkle hindwrchgehien wufs. In der That erhilt man mit Riicksicht auf die Grund-

gleichung 505) fiir die Prod

te [Sd;] die Darstellung
[ 8 & P |- 8P =10,

aus der die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervorgeht. Aber wie man sofort be

merkt, liegen nicht nur die Pole der Grundstibe, sondern iibe rhaupt die Pole s@mtlicher

rr
.- — L3 <7
Yy b b Iy

Fig. 89,

Stibe der Ebene auf der Geraden des Stabes & Ist nimlich y der Pol eines panz beliebigen
Stabes V, also

R S i e
so wird wieder das Produkt
% 1 2 L W e .« [SH]=[8-FB=[V:5P]=0.

Sieht man daher davon ab, dafs zufolge der Gleichung 510) jeder beliebige Punkt i der
Ebene, wenn man sich ihn mit dem Koeffizienten 0 behaftet denkt, als Pol der Geraden S
aufgefafst werden kann, so bleiben als Pole von Geraden der Ebene nur solche Punkte iibrig,
dic auf der Geraden des Stabes S liegen.

Dafiir aber gehort dann umgekehrt jedem auf der Geraden 8 liegenden Punkte u, der
einer beliebigen Geraden ¥ der Ebene als Pol zugeordnet ist, fiir den also die Gleichung besteht
Bl s e e e P e S T

I

‘olare nicht nur jene eine Gerade ¥ zu, sondern zugleich auch die samtlichen Geraden

V' g§ desjenigen Strahlbiischels, das den Schnittpunkt der Geraden V- und S zum Scheitel
hat. Wegen 5049) wird nimlich

B1h) . . . v (Va8 P=TFV P gSP=VP = 1,
das heifst, der Punkt ¢ kann als Pol einer jeden Geraden V4 g8 des Strahlbiischels mit
dem Scheitel | FS] aufgefalfst werden.

Um die Gestalt der Polarkurve

516) . o e B Sl EEE R R0 o B
bei der neuen Ausartung des Polarsystems kennen zu lernen. zeige man zunichst in derselben
FH
auf der Geraden 8 liegt (vgl. Fig. 90), zwei Tangenten U, und U, an die Polarkurve legen

Weise wic bei einem beliebigen Polarsystem, dafs man von jedem Punkte , der nicht
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kann.. Man substituiere dazu wieder in die Gleichung 516) statt [ den Ausdruck V- 7
fiir einen belicbigen Strahl des Strahlbiischels mit dem Scheitel [V W] und erhilt so die in

)y quadratische Gleichung
817) ’ . | V-VPl4 20 [W-VP] 402 [W- WE]=J.
Sind 5, und b, ihre beiden Wurzeln, so sind
U=FVF+4,W und U, =V-4+hW
die beiden Tangenten, die sich vom Punkte | VW] an dic Polarkurve legen lassen, und diese
Tangenten kénnen aus demselben Grunde wie bei der dualistischen Entwickelung (vgl, 5. 141 1)

auch wichi in eine einzige Gerade vuesamnincifallen.

L

i1 !
Fig. 90,

Dann aber folgt weiter aus der fir die Ausartung charakteristischen Gleichung 509),
dafs der Polarkurve auch _}-r'rfr' (Ferade r.,ry.ll'l,l'i'.l.l.lr_J,Lr',r.r Letden ."\';";‘:rﬂ'.l”a.r'i_\'r_',f}('jf r”,g_rlr.r';(.-'h'rf‘ deren Seheitel
die Punlte | U7, 8| und [U,S8] sind.  Denn jeder Strahl [I7; L a8 (2=1,2) eines dieser beiden
Strahlbilschel geniigt der Gleichung 516). Setzt man ndmlich den Ausdruck U; 4+ g in die
linke Seite von 516) ein, so verwandelt sie sich in die Summe

[ - Ui P - 2g[ Ui - SP|] 4 g2 [S- SP;

und von dieser verschwinden die beiden letzten Glieder wegen 509), und das erste Glied,
weil nach der Voraussetzung die beiden Geraden [7; der Polarkurve angehoren. Die Polar-
kurve wird daher von simtlichen Geraden der beiden Strahlbiischel berithrt, welche die Punkte
[U, 8] und [T, 8] zu Scheiteln und daher die Gerade S zum Doppelstrahl haben; und da sie
von der zweiten Klasse ist, so kann sie aufser den Geraden dieser beiden Strahlbiischel auch
keine weiteren Geraden enthalten. Das l_!1|1|1i'1|]Lnl:,‘[_'\';_yrhii(!u der Geraden der Polarkurve zer-
fillt daher in das l"'L]l'll{i[mﬂl' !f-'l .\'| und [r",‘;;‘%':h dessen Verbindungslinie die m_l.x.s_:-;::.ﬂ,{-ichnc[._:
Gerade S des Polarsystems ist.

Die Parameter ) und 1), der beiden Geraden U, und [, werden entgegengesetat
gleich, das heifst, der Strahlwurf WU, U, wird harmonisch (vgl. Fig. 91), wenn der Koef-
fizient von ) in der Gleichung 517) verschwindet, wenn also die Gleichung besteht

[W.VP]=0.
Dann geht die Gerade W durch den Pol FP der Geraden ¥V hindurch, von dem bereits
oben gezeigt wurde, dafs er auf der Geraden des Stabes S liegt, und dafs er zugleich
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ciner jeden Geraden V"4 g8 als Pol zugeordnet ist, die durch den Schnittpunkt [ 7S] der
Geraden V und 8 geht. Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich daher in den Satz zusam-

menfassen:

Verschwindet das dufsere Produkt der drei Zihlerpunkte des Bruches P

'
ohne dafs zugleich alle drei Produkte aus je zweien von diesen Punkten null sind,
so zerfdllt die Polarkurve des Polarsystems P in ein Punkipaar. Die Pole simt-
licher Geraden der Ebene hinsichtlich des Polarsystems P liegen auf der geraden
Verbindungslinie des Punktpaars und werden durch das Punktpaar von ihren

Fig. 1.

Polaren harmonisch getrennt. Umgekehrt kann ein jeder Punkt, der auf der
Verbindungslinie des Punktpaars liegt, als Pol einer Jeden Geraden aufgefafst
werden, die von ihm durch das Punktpaar harmonisch getrennt ist, das heiflst,
die Polare eines solchen Punktes kann in dem Strahlbiischel beliebig gewihlt
werden, dessen Scheitel jenem Punkte hinsichtlich des Punktpaars harmonisch
zugeordnet ist

Der zu dem Bruche PP adjungierte Bruch
| .
3l ed i SRl RS TG ) S P = _._'r’:_'_gfu]l__l'rj::';‘lllll |'|l"l1 rl}'_il
' Ers £y €,
lifst sich auf dieselbe Weise umformen wie der Bruch P bei der entsprechenden Ausartung
in der dualistischen Entwickelung (vgl. S. 143) und nimmt dadurch die Gestalt an

= & 8, 8,85 8.8
51 ) ) R B SR e e e 150 >3 =g
4 €, By [

in der [ einen Zahlfaktor bedeutet. Einem belichigen Punkt der Ebene
520)

ST RS el
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(vgl. Fig. 92) wird 'daher 'durch 'den Brich p die Gerade

621) yp =1(1,8, + 1.8, +1,8.) 8
&L 3 - ’ - ' i . : ._JF.J‘ Ll =, ) ;')
.f'll.;_;'f“.'\'il.'ﬂ n, oder was dasselbe ih‘a, |.“l: Gerade

h22 T Ay : v L ap=T1[y8]Ss

Diese Darstellung der Polare des Punktes  zeigt, dafs der zu P adjungierte Bruch p jedem

beliebigen Punkte y der Ebene als Polare die Verbindungslinic § der Punkte des Punktpaars

._.._..__.O & 2 o_.(

a s

®
¥

Fig. 92,

[T 8], |, 8] zuordnet, was zu dem oben gewonnenen Ergebnisse stimmt, dafs der Pol der
Geraden 5 in, Bezug auf das Polarsystem J unbestimmt bleibt. Nur in dem Falle, wo der
Punkt y auf der Geraden S liegt, reduciert sich die Gleichung 522) auf die Form
R A ROn L e, T T

in diesem Falle sagt sie daher aus, dafs die Polare des Punktes y unbestimmt wird. Man

23)

hat also den Satz:
Zerfillt die Polarkurve eines Polarsystems P in ein Punktpaar mit der

Verbindungsgeras

en &, so sind die Punkte dieser Verbindungsgeraden zu dem
adjungicrten Polarsystem p apolar,

Uberdies zeigt der Vergleich der Gleichungen 519) und 491), dafs der Bruch p genau
mit demjenigen Bruche p iibereinstimmt, der sich oben in der dualistischen Entwickelung bei
der Untersuchung der zeeifen Ausartung des Polarsystems ergab, und man kann daher zu den
bisher gewonnenen Eigenschaften der Verwandtschaft P noch das dort gefundene Ergebnis
hinzufigen: Die quadratische Form, welche der Polkurve des Polarsystems p zugehért, ge-
stattet die Darstellung

ke e N e e R .E.:‘-.:‘I]!—-f!.hqr'.
Die Gleichung der Polkurve lautet daher
e o e e e R s )
und stellt somit die doppelt zu zéhlende Gerade § dar, Hierin liegt der Satz:

Zerfillt die Polarkurve eines Polarsystems P in ein Punktpaar, so artet
die Polkurve des adjungierten Polarsystems p in die doppelt zihlende Ver-
bindungsgerade der Punkte dieses Punktpaars aus.

Der xawerte Fall endlieh, der beim Verschwvinden des Produlies [h b, b eintreten kann

! i ¥av¥y] ]

tst wieder der, wo die similichen xweifalitorigen Produlite (0,0,
also die drei Gleichungen bestehen

s b, [6, 6, null sind, wo

D R e e e [ [b, 0] =[b.6,] = 0,
aus denen dann schon die Gleichung
i_‘ﬂfi_':- : . . . - . W : i : " 2 i-ir.r’ |'Il: f’:'—.l = 1)

ATIFrENAEK
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folgt. Ist dabei wenigstens noch eine von den drei Grofsen 6, etwa b, von Null verschieden,
so werden zwischen den drei Gréfsen I; zwei Zahlbeziehungen von der Form bestehen miissen
by =1l und &, = qb, oder

BEB) . ool L Wi —0. =1 und g, —b, =0,

welche aussagen, dafs die drei Punkte &;, sofern sie nicht null sind, 4% einen Punki zusamnien

fallen (vgl. Fig. 93).

Bezeichnet man dann wieder die beiden Stibe, die aus

den Grundstiben K, K,, I, durch die Koeffizienten der beiden
Zahlbeziehungen 528) abgeleitet werden kénnen, mit § und 7
setzt also

520) . . . S8={E —E, ud T=gE — E,,

so lassen sich die Gleichungen 528) auch in der Form schreiben
530) . . . . . 8SP=0und T"P=0.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunichst, dafs die
Geraden der Siibe S wund T dwreh denjenigen Punkt hindureh-
gelen miissen, in den die drei Punlkie b susaommengefallen sind.

Denn es wird

([0

=[5 BP] = [E-8P)] =0
\[7] =

7. EP| = [E;- TP] = 0.

cn
s
=

Ferner zeigen sie, dafs die Geraden S8 wnd T xum Polar-
systeme P apolar sind. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber offenbar
auch jede Gerade S+ §7 des Strahlbiischels mit dem Scheitel

e A e LS
In der That folgt aus den Gleichungen 531) fiir ganz be-
Fig. 93. liebige Werte der Zahlgrifse ) die Gleichung
588) . . . . . . (S+pDHP=10,

welche wirklich aussagt, dafs iberhaupt jede Gerade des Strahl-

biischels mil dem Scheilel s zwm Polarsystem P apolar ist.  An diese Gleichung 533) lassen
sich wiederum am leichtesten die weiteren Folgerungen kniipfen.

Multipliziert man sie zuniichst dufserlich mit dem Stabe S+ DT, so erhilt man die
Gleichung

L T M e [(S+ 45T - (S+HT) P =0,

welche den Satz enthilt:

Jede Gerade S+ [T des Strahlbiischels mit dem Scheitel s = [ST] gehért
der Polarkurve des Polarsystems J an.

Aber die Gleichung 533) zeigt zugleich, dafs der Pol eines jeden beliehigen Slabes der
Fbene mit deme Punkle s xusammenfilll. In der That, ist y der Pol eines beliebigen Stabes V, also
AR e S S e L e

£34)
so folgert man aus der Gleichung 533) unter Benutzung veon 505), dafs das idufsere Produkt
[(§ 4 bhT)y| verschwindet; denn es wird

536) . . . [(8+6Dy]l=[(8S+0T) - VP]|=[F-(S+HT)P]=0.
Der Pol y einer belicbigen Geraden V' der Ebene liegt also auf einer jeden Geraden S 4 4T
des Strahlbiischels mit dem Scheitel s und fillt somit wirklich mit dem Punkte s zusammen.
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Die beiden Punkte y und s konnen sich daher nur um einen Zahlfaktor von einander unter-
scheiden, und man kann die Gleichung ansetzen

f—

Dkl g ot T s T Bf = VP Ly 8,
wo tyy eine Zahlfunktion bedeutet, die von dem Stabe V abhingt. Bildet man insbesondere

837} hervorgehen, wenn man den

igen drel .“;|r!'L:i.'|:'-

Stab I durch die dre

Grundstibe £; des Fundamentaldreiecks ersetzt, und bezeichnet die

Werte, welche die Funktion v fiir die Argumente E, F,, E. annimmt,  mit

iy T i%al  osb

erhilt man die drei Gleichungen

v b= B P s vy by B, P ), by BB - 1,

258)

Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Zahlgrifsen 1;

| ¥,

3'\|".'.|'| wieder 'It‘it:]]l
aus der Grundgleichung des Polarsystems

BRI e L S R D [Ey - 12 1P].
Fiithrt man ndmlich in diese Gleichung anstatt der Produkte
E: P und f, F ihre Werte

Uy und 1;8 aus 538) ein, so erhilt man

ti8) = 1¢[E};s], fir die man, wenn man noch

o) . . . . . . . . . s=2§ e + 8,8, + 8,e, setzt, auch schreiben kann

s s S i s iR S

Und diese drei Produktengleichungen lassen sich wieder durch die Propertionalititsgleichungen
ersetzen

Eqc . Fa
3T 52 ECR e s T 3,
i i

in denen [ einen konstanten Zahlfaktor bedeutet. Die Gleichungen 538) verwandeln sich

daher in

GE T R T e L =td_ 5. & [8. 5,
und es wird also

c o Rl

bd4) IS SRRl Ol i 4 Sl e L r 522 At |

Aus dieser Form des Bruches P folgt dann wieder wie bei der dualistischen Ent-
wickelung fiir den Pol VP eines belichigen Stabes ¥ der Ausdruck
BABY." fe e i ) s e T
und man erhilt zugleich fiir die der Polarkurve zugehérige quadratische Form [[7. UP] die
Darstellung
L e N N [l 1 A
und damit den Satz:

Bei der durch die G]Cic]'lllﬂgt‘:l\ H526) definierten _-'"\_L]_la.'i_]'ﬁ”]i_: des Polar-
systems I* ist die seiner Polarkurve zugehérende quadratische Form [ UFP] das
Produkt aus einer Konstanten und dem Quadrat einer linearen Form.

Die Gleichung der Polkurve lifst sich daher auch in der Form schreiben:

BAT) o RS e e TR
und cs ergiebt sich also der Satz:

Verschwinden bei einem Polarsystem P alle drei Punkte aus je zweien
von seinen drei Zihlern, so besteht seine Polarkurve aus einem doppeltzihlenden
Punkt. Mit diesem Punkte fallen zugleich die Pole simtlicher Gerad
hinsichtlich des Polarsystems P zusammen.

en der Ebene
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Die adjungierte Ve

wandtschaft bietet auch hier wenig Interesse. Denn der

gierte Bruch p nimmt wegen 5H26) die Form an

Es wird daher iiberhaupt fir jeden

BAD) L.

..i.i

unkt ¢ der Ebene das Produkt

yp =0,

das heifst, man hat den Satz

Artet die Polkurve eines Polarsystems P in ein d

biischel aus, so ist

der Ebene

apolar.

ppe Itz

zu dem adjungierten Polarsystem @ jeder beliebige Punkt

(Fortsetzung f

hlendes Strahl-

(/]
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