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Anfangsgrinde der Differentialvechuung,

Cinleitung

il @:iut Groge beifit vecanderlid, wenn fie belicbige MWevthe annehmen Fann;
beftandig Ceonftamt), roenn fie nur beftimmte 2Werthe erhalten foll.  Veftandige
Gedfren werden durch die erften, vevanberlihe durdh bdie lehten Vuchitaben: des -
phabet§ beeichnet.

2. Otehen gtoei perandecliche Grdfien in foldhem Sufammenhange, daf die Wer:
ihe Dee einen {ich evacben, twenn fire Die anbere beliebige ¥Berthe angenommen mwerben :
fo. heifit die evfie Grofie die abhangige, die jweite die unabhingige BVevander:
liche, ober Ddie erfte ift eine Function dev jrociten; 3. B.y = gx®, y =y 2rx — x2,
Eine vevanberliche Grifie Fann Function von-mefhreven unabhangigen Beranderlichen
fein: g B z=vx"+y% u=2(y+yz +x2), v=xyz. Die abhéngige
Bevdnderliche ift enttoeder entricfelte, ober unentwicdelte Function der unab:
hangigen BVevanverlichen: 3. B. y=A*und (y —b)l* + (x —a)>—r* =0, B
aeichnung der evfteven duvdh y =£(x), z =¥(x,¥),,., dev letteren durch f(x,y)=0,
F{x,v,7z}=0,

8. Wenn die Werthe ciner BVevanderlicheu fich! einem feften Werthe fo nabhern,
dafi fie von demfelben um weniger verjchieden fein Fonnen, al8 jebe Delicbig Fleine Girds
fier fo beifit Diefer fefte Wereth die Granze der Werthe jener Vevanberliden, Spo
ift der Kueis die Grange ber umichriebenen und eingefcbrichenen regelmafiaen Bielecke,
St Null die Gronge einer Vevanderlichen, fo twoird diefelbe Fleiner, als jebe belies
big fleine Grdfte, und heift unendlich Flein. Soll die Beranderliche unbegranst
wadhfen, alfo grdfer fein, alé jede Leliebige Grdfe, fo heifit fie unendlich grof,
und wird buvd T ober O begeichnet. Die Grange, twelder fidh ein Ausdeuck von x
i etnen Dejonbern Weeth von x ndbert, foll burd lim, (limite) angebeutet werben.
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s
4, Dft ﬂ'ﬂ:bcint folche Grvange unter unbeftimmeer Form, ofme unbeftimme 3o
o Binx s it > :
jein. * So ift’ it s flitx =0. &8 ift aber fir beliebig Eleine Werthe von x ims
mer sinx < x <¢ tang x, folgfich sinx _ sinx  sinx ) 1--.\__[" S
i - ) b, i b L b ~ - - i X,
¢ NESN B ) SINX < 1 ng x —— DUEr . 08

Yber lim, eosx = 1 fiir x = 0, folglich auch

i sinx
1) lim.

=1firx=0:

Revner ifs Xiog (L) =1 furx = 0;

x
PR A 5 220 x’
3 ift aber Log(1+ x)= lu"':l<x - \? += .)
8 o
» g i—J o] L X 2 - z
folalich —-_0 ( = Tog / 1— Y + %,) , folglich audy

'Tr i i r
oy Tim, Lo8(1+%) 1

——= ut x =0; und 8) lim, =Yor A®) fiex =0
x log 1T 3) lu Tog A#)fliex=0.
‘ Lnrr(l+\)
Yilar : ; = . I +x 1 -
Hur die natdelichen Logavithmen it daher lim, Jog(1 + + 2) = Toes =1fiirx=0,
v - 1—egosx = : 1—-—-cosx 2 sin 5x*
l:ﬁ.‘-‘f'."l ot ———— =% fiy x = 0. T;IU('\_' 2 — : 3 -
BLLX sinx, Z8In $X €08 31X
- —fe;j‘-;—Ofﬁc.x:G_
by'2ax —x2 .. by 2ax — x? R
%ﬂ:;iﬂ' —-—Y—\—- = X =0 hep———— 1{ = ‘/__l' =
ax ax X
fir x = 0.

€s fann alfo der Werth eines Duotienten, M'r-.“n E"ﬁhn.m unend
Fidy Flein wetden, eine Beftimmte angebbare Sahl, oder aud Nuls
gur Grange haben, odev dber jedeGrdnje hinaus wad fen.

Die abgeleiteten Functionen und die Taploef{de Reile.

5. Wenn in y = {(x) die unabhingige Verdnderliche x fich um den belicbigen
Werth A x andert, fogeht £(x) in f(x + A x) dber; unbd renn man die davaus hers

u\-‘\

Durdy log joll der MeperTfehe ober natfiviide Logarithbmus begeichuet toerben
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porgehende Uenberung ded POerthed von y durch A y begeichnet, fe it y + Ay =
f(x+ Ax), Wird hiervon y=E(x) abgejogen, fo findet mand y=f(x + 4 x)—f(x).
Dep Duotient
Ny . HX + A x) — f(x)
15 X=vet o 1a
oriicft das Werhaltnif der Aenderung Dex abhangigen gur Aende
fuftg der unabhangigen BVerdnderlichen aus, und heift Aende:
rungsverhalenifp odev Diffecenjenquotient.
Wt 5. By =8¢ fo it y+Ay=g(x+ 0% =g +2gx Ax+g. Ax%
aBicd hiccwon y = gx° abgesogen, fo fommt Ay=2gx.Ax+ g.A x5 folglidh

Der Weeth von A y ift forwohl von x, ald aud) von A x abbangig, rimmt mit

3 3 . iy xﬁ Y F
A x ab, und wied mit A x gugleich Null.  Yudh der Quotient L pon x und
L ]

A x abhangig, nabere fidh aber, wenn Ax fid dee Nullnahervt, der
Granje 2gx. Diefe Granje ift nuc von den befondern SBerthen von
x abhangig, alfo cine Function von X,

e TR R _ oo Y . :
Jft y =ex+ gx*%, fo ift == e+2zx+ g AX 11|1DI|111.E{:c-,-- 2ax firAx=0.

S bicfen Deiden Veifpielen ift Die Givange des Aenderungdverhaltnifes einerlei mit
ber Gefchroindigleit, roelche cin Kdper beim freien Falle in x Sefunden evlangt, twenn
feine anfangliche Sefchwindigleit Null oder e war.

Ay :

s 30 g% iql B " : : < A
e y=x" ift Y = 8x?4 35 .Ax 4+ Ax?® und 8x* die Grangevon - ﬂ-}r :
; A x ' Ax

: e L X
und fir y = x° ift SR 5xt 4 10x%, A x 4 Glieder mit Hohevren Potengen von

: TAY . g T et T e
A x, affo’'6x® bie- Brange voht B F 3o neuen Fumctionen von x, ndmlith 8x*%, 5x¥,
] .ﬂ X é ’

erfdeinen hice afd von Den gegebenen x¥, x5, abgeleitet, und werden defhalb abge:
[zitete Functionen genannt,

Das Uenderunagsverhaltnif jeder Function einer unabhan:
gigen Beranbeelidyen hat eine ®range, welde nur abhangig ife
vou den befondern Werthen ber unabhangigen BVevanberlidhen, und
die abgeleitete Function, oder pie Abfeitung der urfpringlicdhen
Function genannt wicd, Man begeichnet die Ableitung von £(x) gerwdhnlich
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dued) £1(x). Die Ableitungsrechumg, mwelde auch Diffeventialvechnung heifit, lebhre
bie Ableitungen beliebiger Functionen finden.

6. Fig, 1. Dedeutet y =f(x) itgend eine frumme Sinie in rechtoinEligen
Coorbinaten, und ift fite irgend einen Punfe, D, derfelben OA = x ; AD =y, flic
einen andeen Punft, E, aber OB =x + A x, BE=y + Ay: foift DC = AR

= Ax, CE= Ay, folglid -ﬁ—% = %ﬂ— = tang EDC = tangDMX. @3 delickt

alfo, toenn eine gegebene Fuaction eine Erumme Sinie parfiellt, dag Andevungsverhalts
nif die Tangente des Winfels aus, welden eine die Punfte D und E verbindende ge:
rade Zinie mit OX bildet. v einen Punft G auf der andern Seite pon DA it Ax
negativ su nehmen. Die Schneidende wicd Hier DN. Wird nun A x beliebig flein, fo
tacfen die Punfte M und N einander belicbig nahe, und fallen in cinen Punfe F jut
fammen, wenn A x =0 ift. Dann bevihrt DF bdie Frumme finie in D, und

tang DFX = lim, -—i‘%zf' (x). @8 bedeutet alfo, twenn bdie Sunction eine

Feumme finfe ausbeidft, die Ableitung die teigonometrifche Tangente deg MWinfels,
weldpen eine die Curve bevdhrende gerade finie mit OX bilbet.

Die tinie, AF, joifhen dem Fufpunfte, A, der Orbinate 0e8 Beriihrungs:
punftes, D, und bdem Durchfchnittspunfte, F, ber Berhrenden mit der Abfeiffen
acdbfe, heifit Subtangente. Weil AF — AD cotg DFA, und tang DFA = 1),

AD ={(x) iftz fo ift die fange der Subtangente =f(x}.-ri;,

Kennt man fir einen Punft der Frummen finie diefen Wevth, fo ift o8 leicht durch
diefen Puntt eine 'Berdhrende an die Frumme $inie gu gichen, 3« B, an die Parabel,
¥* = 2px, wo bdie Subtangente ftets der doppelten Abjcifie bes Berihrungspunkes
gleich ift. Die inie, DL, telche auf der Bernhrenden, DF, im Berahrunaspuntte,
D, fenfrecdt feht, beift Normale, und die finte, AL, jwifchen dem Durchichnitts:
punfte dev Normale mit ber Abfeifenachfe und dem Subpuntte der Ordinate des Beriih:
tungépunftes, heift Subnormale. QBEELAL:ADtaagADL——-ADizngFA
ift: foift die fange der Subnormale =TI (x),

Die Subnormale Fann ebenfalls benugt weeben, um bdie Beruhrende'zu sichen,
i B, fite die Pavabel, y2 = 2px, o die Subnormale beftandig dem halben Parame:
ter p aleich ift.

- g

‘ ‘ 3% . a : A :
Die Hbleitungen der sunctionent a -Fx, ax, = x%, A, Logx, sinx,

cesx, tangx, cotgx, secx, cosecx ju finden, wenn A eine pofitive, {ibrigens be:
licbige 3Bl bebeutet, und a =+ A ift.




E

e

e B e - —r——

iy Die Ubleitung vbon atx iff &+ 1. l“g'nn aus y =a-+ xfolgt Ay
Ay
=@+x+Ax)—(@+)=A4x, dfo —==1, aljo audp f'(x) = 1.
Goenfofur y =a —x.
2) Die Ableitung von ax ift a. Denn aud y = ax folgrﬂ}'za(x-{-ﬁx')

Ay ) v
—ax=adAx, und —ﬂ—i-‘ = a, alfo aud f'(x) = a.

. . . - ek a a

3) Die Ableitung von — ift — —.. Do L 8
) e g von — if 2 enn-aus y = — folgt A x

a a —a X Ay a :
——— =, U} == — " Tpfalid i

x+Ax X x(x 4+ Ax)’ A x X(X 4 A x) Solglid) ife

2 a

f‘{l’) =i "'}?:"-
4) Die Ableitung von x* ift ax*—  Denn ¢8 ift, wenn a eine pofitive gans
a(a — 1)

ge Sabl bedeutet, Ay =ax*—t Ax 4 3272 A X% o a e folglich

1.2
Ay it afa—1) . g . T
Ag L — %t 0. % 7% A x 4+ .i., woraud die Behaubtung fur

Ax =0 folgt. Sft aber a cine belichige 3ahl, o ity + Ay =(x+ Ax)p®
. a
= x* (1 s -'?‘-‘;- .+ Runift, wenn z < 1, fiiv jeben Werth von a

(L +2)" = 1+ az+ “(‘; as.
Wie flein aber audy x fein mdge, eé Fann dennoch A x < x genommen erden,
a
folglich ift fav Deliebige Werthe von a fmmer y + Ay = 1“{1 -+ ﬂ;\ %

Tods afa—1) . - Ay BE
=x' 4 axtT  Ax 4 ——x T AN, folglid 'Z‘_'"i_—':ﬂh" :
,ala==1y ey ; ; it :
S A X 4 24a, woraus die Behauptung fiv A x =0 felat.

@ben-fo ift max®—* bie Ybleitung von mx2, Die Ableitung von v x ift hiecnach

:ﬁ_, teil v'x = x4, folglich. bie Ableitung = Ix—7 = 2‘},;- ift.

6) Die Ableitung von A* ift AxlogA, und die Ableitung von e*
A Ky
ift e, Dem Ay= AxTox _Ax = Ax(Adx — 1), Folglidy -ﬁ—l- =
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ALE e . 4 _
A"( T ) SeinuAdr =14z, alfo Ab*—1 =2, o z tine

Grdfie bedeutet, welche Nulbtoird, foenn Ax=0 ift. Dann it Ax = Log (1 +2),

YA | : z X =
folglich Ak e WUber nach (4, 3.) ift lim, A
Log(l - 2) Loz (14 2)
o o i
oo WA GIRD Ay T . Y L
=log A fur z = 0, folglih lim, —= = f'(x) = Axlog A. — Di¢ Ableituna
o o .ﬂ X L
port e* ift oicdevum e*, toeil loge = 1.

6) Diec Ableitung von Logx ift und die Ableitung von

T T W 4
xlog A

' ‘I A - A A
logx ift — Denn qud y = Logx folgt A y = Log(x + A x) — Logx =

L rng Cl' i _‘f}“_f_)
X

’ AT i AT A x
L 1. ‘L"d"')' folglicy —— = — ——T Sei Ut —— = gz,
og { X relglict e A Sei nun -
3 .(l Y 1 IJG‘:T (1 —\ 4 e ! r
fo ift =y ?-w‘?‘}_{—'—hj—. So lange x -cine angebbare Sabl ift, Fann

oder z Eleiner merden, alg jede belichig Floine Gudfe, folglich wirtd z = 0

L{;;,-;('I + z) 1 22 ;
M et e THIE 2 ==
z log A
PN L P el gt 34 il 366
Folglich ift nl!tbl lim, == —. Tk algas &b die nathrlichen

fir Ax=0.  Fun ift aber (4, 2.) lim

; : : j e ;
Zogavithmen ift loge = 1, folalich i dic Ableitung von logx.
7) Die Ableitung von sinx ift cosx.  Denn mit Hulfe der Gleichung
sina — sinb = 2 sin §(a— b) cos I(a+b) ergicht fich A y =sin (x +Ax)—sinx

= 2sin} A x. cos(x -+ § A x); folglich i—:: = —-—wg':”:* a;. eos(x 4 X A x),

Stun ift aber lim, lili =1furz=004,1.). Folglichift lim.% =f{x) = cosx,

8) Die Ableitung von cosx ift —sinx. Denn mit Hilfe der Gleidhung cosa
—¢o08b=—26in }(a—Db)sini(a 4 b) ecgiebt fidh Ay =cos(x+ Ax)—cosx




s e e i

i
; : 2sinTAx .
— — 2gind A xsin(x + § A&x), felalich r—'—z ——-_,‘-— _:Ci\’ sin (X + £ Ax),
folglich f'(x) = — sinx; :
; : ; 1 = in x
9) Die Ableitung von tangx ift g Denn far y = tangx = ‘:usx'
el sin (x 4- Ax) sinx f»m{\—{_\.\.H'n's\——cmrt-{‘&\’w]n\
WY = Cos(x+Ax) ‘eosx C0S X €05 (X + AX)
sin A x A O RN sin A x 1
e —. Folalichift —3 = . : T
cos X cos (x 4+ Ax) 4 Ax Ax cosx cos(x -+ A x)
1
und Fxy = ———=.
Co8X*
10) Die Ableitung von cotgx if L ®emn v y=cotgx=——
)DL ung olcog._\nt—smﬁ. Denn fur y=colg? e
ift Ay 08 (x+Ax) 008 X ginx cos (x + A x) — cosxsin(x -+ AXJ
i = e — = . o : i
Y mix + Ax) sinx sinxsin(x-+Ax)
sim A x Ay sin A x 1 Tl
=— e UMD e = e e e SO
sinx sin(x 4 Ax) Ax Ax sinxsin(x 4 A %)
1
idh ift f'(x) = — —;.
fich tft £1) ginx*

sinx Y :
11) Die Ableitung von seex ift —@‘.L,-- und 12) die AUbleitung von

CcosX
sinx?

8. Die Ableitung vor £(x) ift cine Function von x, folglich Fann von ihr roies
derum Ddie Ableitung gebifdet twerden. Diefe Ubleitung von £(x) heift jweite Abs
leitung von £(x), und wivd durd £2(xy begeichnet.  Eben fo Fann von £(x) riedes
zum die Ableitung gebildet werden, welcdhe dritte AbTeitung von f(x) Deift, und
burch £3(x) begeichnet ied, Dief geht fo lange fort, Dig eine von den Ableitungen eine
peftandige Grofe twird, deven Ablcitung dann Mull ift.  TWicd Feine Der Ableitungen
eine Deftandige ®rdfe, fo ift ihre Anzahl unbegrangt:

Sit 3 B 1x) = x*, fo it f'Ex)=4x3, £2x) = 4.3.X%, P(x)=4.3.2,%,
B(x) = 4.3.2.1, folglih F(x).= 0, fo wie alle folgenden Ableitungen.

Von e* ift die erfte Ableitung e, folglich jede der folgenden Ableitungen = &,
Bon A find die Ableitungen der Reihe nadh Axlog A, Ax(logA)?, A*(log A),
uberhaupt fox) = A*(log A)".

coseeXx ift —
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Fur f(x) =sinx ift f'(x) =cosx, {*(x) = —sinx, F*(x)=—cosx, I*(x) =sinx,
unb die folgenden Ableitungen Fehren in deefelben Ordnung rwicber.

Fir f(x) =eos x ift f(x) =— sinx, {*(x) = —cosx, £(x) =sinx, f(x) =cosx
u. fi . 7

9. Dic Ableitung der Summe mehrever Functionen von x ift
dic Summe der Ableitungen diefer Functionen, Dennedfeis =u+v
+ W, DamiftAs=Aun+Av+ Aw..., folglich ift, fiivijeden belies
bigen 9erth von A x,

Ar A Awv o Aw

Ax® Ax PAx " 2
folalih gilt diefe Gleidung audh, wenn A x = 0 gefest, alfo die Grange jener Duo:
tienten genommen toird,

10.° Wenn £(0), £1(0), 12(0)...1(0) die MWerthe bedeuten, weldhe
f(ix), P(x), P(x)eo. (x) flir x=0 annehmen, und von den MWerthen

R 1) I (o)) fo(0) : : T 2
f(.f.}}, fj{ﬂ'),- ﬁ; m...mfﬁll]ft llllfnblld} aqrop l}‘il‘t‘, 1@
£2(0). , £(0): 5554 f2(0)

K“lllf

. i R T 1 -
it I =10)+ FO)x + R LY N Wil Lo e

gliftig fur folde Werthe von x, fiir meldhe die Reibe conperaivt
Denn ¢8 fei £(x) = A + Bx 4+ C® + Dx* ... 4 Nx~...,

fo ift fixy = B 4-2Cx+ 5Dx2..s 4 nNx" L.,
2 (x) = 2C +32Dx., ..+ n(n—1)Nxr—2,,.,
fx) = 3.2D...+ n(n —1)(n — 2) Nx»—3,,.
fli{x}’: ]1(-[1—1_).¢.2.IN < vne
St manmmx =0, fo ift £(0) = A, f'(0) =B, *(0) = 2C, £(0) ='5.20,..
0 AN . Dafer i 7Y _ 1%(0) £(0)
fo(0)y=n(n—1)...2.IN. Daber ift A =1(0), B'—fi‘D},C—T;,—f D-:—'J— T
L v Ag D
il fo(0) Gnlnli
i TR
£%(0) 2(0) 1(0)
x} = £(0 - —x° —ix3 P X}
IO =20 £ 0O+ o2+ a0 20

Diefe Reihe beift die Maclaurinfde, undift, wie jede Reibe, nur gultig fur fols
che Weethe von x, firr weldhe fie convergict.

Beifpiele. 1) Bon e* find (8.) alle Ableitungen = €%, aber ® = 1, folglich

f2(0)=1. Man erhalt daher mittelft des Maclaurinfden Sages die beFannte Reibe

er =



5 x3 X1
e AT il
srliitas CTanty Yivha

toelche fiie jeben beliebigen MWerth von x convergivt.
2) Bon AX find (8.) die Ableitungen der Reife nach Ax log A, Ax (log A)*, .«

fiberhaupt £7 (x) = Ax (log A)".  Folglich ift £7(0) = (log A)", folglich

R T 1 pxlegA s (xlog A  (xlog A) {,}Ingﬁ‘;ﬂ

+|4|;

= @xlogh,

W TS T M P e
8) Yuf gleiche Weife finden toi (8.) die befannten Reiben
sinx=x 3‘3 ! E abieaE x* :
X= e - =] U = — ——n i
PR R el 1,87 1.2.8.4 '
x2nt1

Daé allgemeine Glicd der evfen ift (—1)° ber gtoeiten

1.2...020+1)

n

(_ 1‘)::

195, «2n"

11, Wony =Tix 4 h) erhalt man diefelbe Ableitung, man mag
x ober h al8 unabhingige BVevanderliche anfelen, alfo von f(x-+h)
die Ableitung nacdh x oder nach h bilbden
Denn febt man x + Ax=x+k, foitAy=1(x+h+k)—Ff(x+b), folglidh
Ay  fx=h+4k) — f(x-+h
X2 o -
e abet b 4+ A h = h 4 k genommen wird, fo ift aud
Ay  Hx+h+k —fix+h

Ah k 5
i L AR PNV il = e ki Grtan .
Folalich ift et Die gilt fiw jeden beliebigen Werth von k, alfo ift audy

bic Ableitung von F(x4h) nach x cinerlei mit der Ableitung von
f(x-+b) nady h.
12, Fiv folde Werthe von x, fur welde weder F(x), nodh einer

i 3 {x' i'n X
per Werthe £1(x), P £ )

T 55 8 0%’ unendlich gtof wicd, ift

2 3 =
fx+h =ix)+ ' @b+ 12 (x) _1]_1._2.{,1‘3(\} 1.1‘;_3... R fn(“-i%ﬂ"'
giltig fie folche Werthe von h, flr welde die Reihe convergiret.

Denn 8 fei f(x4-h) = A + Bh 4 Ch? 4 Dh® 4 Eh* 4 Fh®..., two
dic Goefficienten A, B, C .. nur Gunctionen von x find, deven Ableitungen nach x

0
-
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durd) Ay, Aseae, By, By ooa bejeichnet weeden follen.  Man eehale alsdann die Ab:
teitung von £(x <+ h) nach h

B 4+ 2Ch + 3Dh*®* 4+ 4EL’ 4- 5FhL%, ...
und nad) x A, +B;h + C,h* 4 D,h? + E.h*....

St bie Reihe f(x + h) = A + Bh 4 Ch%.,. aqud) nur convergent fir alle
Werthe von b, welde Fieines find, als eine anaebbare abl a, fo muf (11.) fiiv unzah:
lig viele Werthe von h
B + 2Ch- 8D} +4Eb® 4+ 5Fh*,..=A,-+B,h+C,h? + D, k* +E, b*...
fein, wad nuv moglid ift, wennB=A,, 2C=B,,8D=C,, 4E=D,, 5F=E,...

R e S S A D, o Ay
PRSI A g - 1.8
E, A, 1

e (L Maonr e 58 | ; = . . :_ :
F = S pr e €8 ift daher fix+h) = A + A, h + A, =+

1

h3 g : g . 3
A, - ;1) 7 wee  Da Dicfe Reihe audy gelten muf fiir h = 0, fo it f(x) = A,
folglih Ay = £ (x), A, = 1% (@).e., folglich

| ey :
fx+b) = f(x) + f1(x)h + fQ(’lelz + g ; gert B2 g 2 o

Dicfe Reibe eifit die Taylorfehe und ift file die Mathematif von grofer Wichtiakeit.
Die Maclaurinfche Reihe folgt aus derfelben, wemn x =o aefet, und dann h mit x
pertaufdht toird.

f2(3)

13. Die Taplorfde Reihe ifr nur ghiltig, wenn h<<(n+ 1‘:1—.,_—,_! =
n l.a',-

angenommen wied,
Denn cine Reifje a4 a, + a3 + 85 000 + an.. it convergent, wenn
der Duotient 4,_1;_1_ fich einer beftimmten Grange k < 1 ohne Ende immer mehr nd:
eet,. fe grofer nl genommen witd. Sn der Tavlorfchen Reife ift aber
Angy  E0 Pl ot o fn)hn  fedi(y) h

i 1.2.8,e @+ 1) " 1.2,.en foex) "n1°
v : fn-i-i(ﬂ h - fo (x)
o0 § —_— — e ] i
28 mufp folglich e nEI S 1 odev h < fn+1) 1) Senommen wer

B¢n, bamit bie Reihe convergent, alfo ald Cntrwickelung von F(x 4 h) juldffig fei.

y , : : . o (x
TWenn nun feine der Ableitungen unendlich grofi wird, fo Fann (n+ 1) F;TT}(}\

aedfier werden , afs jede Deliebig arofe Babl.  Folglich ift b nur der Bedingung untere
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worfent, Fleiner gu fein, alé eine unendlich grofie ahi, bas Heifit, die Enttvicfelung
von (x4 h) ift giltia fie jeden belicbigen Werth ven b,
So ift 3. B. fir jeden belicbigen Werth von h

x I CIRAT - ' hz | i l]“
(_'3'}'1-:'.C“Tﬁh]l'l"ﬁ)“i_z_i_exl_t) <1Th+ )ME'E[
(log A . h)?

und Ax+h = Ax + AxlogA.h 4+ AX B R

1+ h lnf-'.' A (h lfg;&\lz _l = Ax Ah,

Kann btagegen £7(x) gtoar ubu jebe Grange hinaus wadfen, wenn n grof genug ge-

. fr (x) : 0 n
nommen wird, — aber nidht, fo nabert fidh

oy _ @EDirE o ot ) 1.2 (n41)
f"rix) 1.2...n(n4+1) 1.2...n(n4+1) 1.2..n" fo+i(x)
cinee ®range, welde nicht Null fein Fann, und twelche der angenommene Werth von

(n4+1)

A fo(x
h nicht erreichen darf, Daber ift die Taplorjhe Reibe, wenn nur --—)— nicht une

enblich auof roitd, frets ghitig fur hinlangtich Fleine Werthe von h. é;t‘.%t‘ﬂ!j{‘ bon
h Ednnen aber aud) grof fein, nut dicfen fie die Grange (n+ 1};{?—‘1\[}5 nicht ber:
febreiten.

Soll 3. B. +1 entoicfelt teeden, fo ift f(x) = l =x71, folglidh (7, 4.)
fi(x) = — \'? @)= 2x= ; PRy —3.2x7%, f‘(’x) e T
frx) = (= 1" n(n—1) (m—2)sss 3.2x~ 0+,
fHix)=(—1)"H @+ Hnm—1) .. 2x70FED, Folglich ift —— =f(x+h)

=.:?—;}:-2- :%: 3‘] N G :_“. S"unlfrf)wt{n—;-l‘l{_}i(ll

fr(x) , Fa+Dy
1.2..n =~ 1.2..(a+1)
= — x, Folglich muf, Damit diefe Entricfelung gqultig fei, h < x fein,
waé immer mbalich ift, e8 mifite denn x = O genommen terden, durdh weldhe An-
fo(x)
1.2.50

— (_1}‘::};—(11-{'13 t (—ip+lx=042)

nahme aber nicht blof £7 (x), fondern andh unendlich grof werben roiicbe,

ad im Obigen audgefchloffen 1t oy
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14, Fn ber ZTaploviden Reihe fann man far b jtets folde
Wevehe annchmen, bafi jedes Glied grofer wivd, als bie Summe
aller folgenben Glicder

Denn in der geometrifchen Progrefiion a 4 ax + ax? 4 ax3,., witd befanntlich
jebes @lich gqudfer, alé die Summe aller folgenden Gifieder, mwenn x < X genommen
witd. Denft man fih nun untes ag 4+ a, h 4- a, h... die Taplorfche Reihe, und

§ &, f, 8, . B

beseichnet man den qudBten dev Ouotienten R el -’i—’ dburch q: fo ift
"o !lz i a

a, nicht geofier, ald a, q, a, nicdht grofer, ald a, g, a, nidt qw}}rr , A8 2, Geee,

folalich ift audy in der Taplorfchen Reibe a, + a;h + a, b2 + a, h?,, . Fin g*j.m,

ardfer, al$ das entfprechende der NReibe a, +a,qh+ a, (gh)? + anrqh}? o0 alfo ift
audy die Summe alier Slieder, weldhe auf ein belicbiges {‘i[i eb Der evften Neibe folgen,
miht grofier, alé bie entfprechende Folge von Gliedern in der andetn Reibe. Nun ift
aber in ber Reile ay +a.(gh) +a,(gh)*... das erfie Blieda, ardfer, ald die Summe

ver folgendben, wenngh < %, DL h < hi genommen wicd; folglich ift noch mebr a,

gedfier, als bie Summe der ubrigen Slicder der Tavlovfcben Reibe. Auch ift fite bivs
jen Werth von h dag Glied a.h™ grdfer, ald die Summe der folgenden Slicder,
Denn a, fFah.,. bt 4 oag ¥ = a 4 a,h, .,

" [ ’ a a, Ap.p

4+ hm [::m + a,p5h., } » Da nunq der grofite der Duotienten =, =2,,, —EZL 3
g ity Ay

9 it an > ag4, h 4 ,.., folalich dul.‘f‘! an ™ > a, . hm+r oL wenn

1 : fn : ot
h< 5" &8 muf aljo h < £ (n4-1) i :*'_t_j fein,  Damit de Reihe convergent
f A . Fo(x) -~ - . n i
1, muitt h < (n + 1) TES v fes  Da nun die festere Annabme (et modglidy

-

ni

LX)

; . f
ift (18), e mifte denn i

Werth angenommen toerden, dag jedes Glicd grodfer wivd, als die Summe aller ol
aenbden Glieder.

&g werden: fo fann auch fiar h ftets ein foldver

15. Jn der Zaploefden Keihe fann man fie b frets foldye
Werthe annehmen, daf dic Summe aller Glieder, welde auf das
erfte, ober irgend ein fpateves Glied folaen, Eleiner mird, ala
jede belichig Fleine Srdfe

Denn 8 Fonnen fiie b foldhe Werthe angenommen werden, daf



——

fr(x)ho fo+1(x)yhu+! fu 42 (x) ho (14.)
1.2 0 1,2.”([1_:..T_} VTR (14.).
L ILE: o)t o ofyhheghng-d furt2 (x)y hnt?

Bl A ah © 1.3h-1:5 LB i Pt 00

n
Da aber % nicht gedfee ift, als jede beliebig qrofe Sabl (12.), o Fann h fo

foixy ! : ¢ . i
flein angenommen werben, baf Eﬁhu fleiner toitd, als jede belichig Eleine
foix ) ho fn-! (x) Jyn-1

e i ielmehy i [ 3% el s
@rdfe.  Folglich nody vielmehe o b IR = Ykt Eleinee, al8 jebe
Deliebig Fleine Grofe.

16. E)htd} tem Taplotfchen Sabe (12) it Ix+Ax)=1x) 4+ (x) Ax

sasy TDIJ le ﬁ\.‘ 'fﬂ‘\ &\}‘_f{l -—-I'1 )‘)ﬂ-l-l“f E).:] [ﬂa\: £

(A X
2
+ *(x) 12

Das erfte Glied diefer Differeny dev beiden Weethe y + A y und y heifit @mL_
cential von y, und wicd durdy dy beyeidnet, o daf dy = P(x). A x ift. Die
gany belicbige Grdfe A x begeichnet man in gleicher Weife durch dx, und nennt fie Dif-

b i : dy .
ferential von x, fo daf dy = f'(x) . dx und —d}\;— = f'(x),

Wenn x die unabhingige Weranberlidhe ift, fo ift dx eine beftandige, Nbrigens will:
firliche Gedfe. Der Werth von d} ift vecdnderlich mitf'(x), Weil dy = f(x). dx,
fo wird bie Ablitung audy hHaufig Diffeventialcoefficient genannt, und teil

-di_ = i(x), fo Heifit '(x) gerwdhnlich Diffeventialquotient. Daher audy die

DBenennung Diffeventialvednung far den Fnbegriff der Methoden,
bie Ubleitungen oder Elrfufntquunflcutcu beliebiger Functio:

nent 3u Difden. Sl'}urc(; y foll im Golgenden ftetd bie Ableitung
pon y nach x bejeichnet wesden.  Eben fo foll dy bie Ableitung von x

nad y, %— bic bleitung von z nach y bedeutew, obne daf man dabei an

d
bejonbere SBecthe von dx, dy, dz gu denfen hat.  Denn dag Jeidhen y Fonnte

man aud) mit ivgend cinem andern ausdruddvollen Seichen, etwa d,y nbﬁ' d}”u veL:
taujchen.
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17, Jft z eine Function von v, und y cine Function von x: fo
finbet man die Ableitung von z nach x dem Producte der Ableitun.
gen vonz nady und bon y nad x aleid.

dz.. dz dy
dx. = d_} dx
Denn nach dem Tavlovfchen Sabe (12.) ift Az = Fi(y) A y + F(y) —'?—Q— o
. ﬂ. \'2 oy v e ™
und Ay =F(x) A x + ¥(x)——..., wenn z =F(y) und y = £(x) ift. Wird

ndn der TWecth von A y in dben “iuﬁblud:' fur A z qefet: fo erbalt man

Az=F\y) f‘u)ﬂ3~.+f"u\

i + I “mtf’w)ﬂ\ ! Pm‘ﬂ‘g £ }-l-
Wich diefer Husdruck nach fnchn,.m bon A x georbnet, fo fommt
Az=F(y)f'(x) Ax + A Ax*+B Ax3,.,,
folglic % L= Fy.fx +Adx+BAx.,.
Die Grange diefes Nusdbrucs, ober die Ableitung von z nach x, ift
Fly . £'(x).
Aber F'(y) ift die Ableituna von z ober I'{v}, alg ware y die unabhanaige BVeranber-

.(..

dz 1z dz dy
y be 1 —_— i i A { s I} g
Lidhe, obee F (y)= day und fix) = _._ folalidy T d} P ird enbd:

- dz i = ; |
lich ¥y aug ﬁ; mittelft der Gleichung y = f(x) wegaefchafft, fo erhalt man = afg

: dx
Stnction von x.

Beifpiele. 1) z = log(x?). Man fege y = x%, alfo z=logy. Dann it =
1

d '| r 9 -
e T dj 0% a0kl A0 Lo gt il 2y d
X *dx b Xe X dx
2) z=logsinx. Man fefie y'= ainx, alfo z=1log'y, Dann ift ::_‘7 pod
) - v
y ez 1 ;
und ——= cosx. Folglith — == ; = —a
dx solglich x =y COSX = ——— ', 005 X = cotgx.
3" i lﬂg CO8X; alfo z 10"'}", y'=tcosx {?DIL‘{![C‘" _‘:i_" 2 i d" Sdugs ¥
i T L dx

1

und il 1 =
g o L e e
13 A Sl X tang x.
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. Iz i dy
4) z = logtangx, aljo z = logy, y =tangx. RKolalih —— = = , —>~ =
/ S Loy 1' £=408Y, ¥ 1. Folglih dy "y’ dx
1 PR L 1 1 €08 X 1 2
7. Folglich —= —. = gl o
cosx2’ 09 b dx y eosx’ sinxcosx® sin xco8x sin2x
A 1z 1. dy
— tgx, [ = logy -— tex. : I —_——=— — -
8) z = logeofgx, aljo z ogy, Yy = cotgx. Folglich ay - ko
i HEOS i L Ehetge® £ R R A L Bedilic e
sinx*’ dx ysinx® T gesxsinx:  Sin2x °

- ; : o Az dy
6) z=e™. Man febeex =y, alfoz=er. Dannift i e¥ unbd df; = o¥,
folglich % = @¥ . eX = g%, X,

18, Um mittelft Dec Diffeventiale die Ableitung von z nach x ju findeén, roenn
z = F(y) und y = I(x)ift, bilde man bdas Diffeventiol'von z, al8 ware y die unab:
. : 5 ! dy
hangige Bevanberliche, und fese anftatt dy feinen Weeth ﬁ— dx.
Denn toenn z = F(y) und y = f(x) ifi: fo ift (17.) %‘i— = -j% .—ﬁ% Holaz

i | S ; o v
fich ift (16.) -(—‘Il}':— I!;:_ dx das Diffecential von.z, Aber eben fo ift (16.) %";i-dx Das

Diffevential von y. Man hat alfo

s dz Y dy
dz _.F{!y und dy = wdx,
dz :
woraud fih ohne MWeiteres der Werth bon -d—: ergiebt.

: - p— L 1 il - £ _’
Beifpiele. 1) 2 = Be0X = ——-. %hmfc:gc)t—cns.\,m [;atmmu-;.

Nber dz = — %{— und dy = — sinxdx, folglich dz = *‘;,';1 dx = csui::: dx
Folglich ift {,l]{- pber die Ableitung bon secx = c::::

2) z=cosecx == —= —1}:, tvo y =sinx. Folglich dz=— f;% und dy =cosx,
alfo dz = — O;ix dx = — ji%?f dx. Folglich ift dieAblcitung von cosecx =
e s{;::: .
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3) z = logseex = log Man fetie cosx =y B i onar u, fo ift
kL ®eosx™" " % ' o x ¥ !
i dua dy . . 1 d
i 1Dg u. gt‘fﬁfld} dz = --l-l—, dy = — -3—’._};'—’ 0[19 Buﬂfﬂ:[:.'ﬁ dz = — E-‘_).-J;’-;'
i : 1 gin xdx sin xdx
Gerner dy = — sinx.dx, §olglich dz = e =
sinx

dx.  Folglich ift die Ableitung von logseex = tangx.

COB X
4) Eben fo findet man die Ableitung von log coseex = — cotg x.
5) z= A", Tan fege Bx =y, alfoz = Av. Danmn ift dz= AvlogA.dy
und dy=BxlogB.dx. Folglich dz = A'logA , BxlogB . dx =
A® log A logB. dx.
19. Die Ableitungen, toeldbe fribee (7.) gefunden find, Fdnnen mittelfe dec
neuen Beyeibnungsroeife uberfichtlich jufammengeftellt werden,

. : \ a dx
dia +x)=dx, d(a—x) = — dx, d(ax) = adx, d(—; S =l
dx? = ax2—1,dx}
dAx = Axlog A .dx, de*=e*dx;
A 1 d
dx b 4
QLogx=——_—, dlogt=—:
= xlog A’ > ¥ .
dsinx =cosx.dx, decosx = —sinx, dx;
dx —dx sinx.dx 08 :
dtangx = ——, deotgx=——;, dsecx= — d cosec x = — S5 X.UX '_”‘,th,
cos x* sinx* o8 X sinx?

Hievin Fann x entoeder unabhangige BVevanderliche, ober von einet andern Verdnder:
lichen abhanaig: fein.
20. @3 ergeben fich ans dem BVorigen (19.) folgende Sape:

1) Wird eine bdeftandige Grdfe ju einer Function abddict, fo
itd badurd weder Dasd Differential nodh die Ableitung geans=
vert. Dennd(a + f(x)) =d(a + y) = dy = df(x) = f(x)dx,

2) iﬁtrh.ciuc Function mit einer beftandigen Grdfe multipliciet,
fo echalt man Dad Diffevential, rwenn man die beftanbige G-
e mit bem Diffevential der Function multiplicict. Denn
d (af(x)) = d(ay) = ady = adf(z) = af'(x)dx.

21. Kennt man die Ableitung von y nach x, fo findet man die
Ableitung von x nacdh y, wenn man 1 durch die erfiere divibivt.
dx

dy



L
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Denn wenn y = £(x) ift, fo ift x= F{}); folg,flch (12) Ay =f'(x) Ax

. F .[2 (x)

Ax ) mb Ax=F'(y) Ay 4 E3y 1'2 oo s Folglidh twitd Ax mit

Ay ,:_::glr:icE) Full,  NRun ift ;ﬁ";; = fi(x) + F*(x) 1——2 e oy folalich uﬂ-_‘r

£ 1 G SRS )
ATy o+ LR () At i) 2 fl{x)?

Axyve WirbnundAy=0,

‘ 1 ~ r 3 - - | 4 T -
fo icd audb A x =0, und i) ift bie Grange ded Aenberungdoerhaltnifes x

Ay”
Solalich ift
gy 2o dy i
'I' —r -:d_)‘:: T.Inh l_)\_ = d_'!\
dx dy

@& fei nun y = aresinx, ober x =siny. Dann ift & =veosy, folalich d_l:_}' =
ax

1 - : — o dy 1
Y o I = — { _.)_ o LA el
oy ober x = siny, alfo cosy = y 1 — x%, folglich e Gben
fo folgert man
Ix L dy
¥ = arccosX, X =005y, L—;-:—Ellly, —[Ti'i—-b—i:;—} =-—“ﬁ;—.—*_._;
—_— K=
o dx 1 dy g 1
y = arctangx, x = (angy, 5o = ooyt & T oWV Sare
d g
v = arccofgx, X = colgy, 1: —_ sini}'? ’ -:}I_}\- = —giny®> = — ~1—+f—r—-

.‘;icmuﬁ eehalt man die Diffecentinlformeln, toelde auch gelten, wenn x nicht unabs
hangige Verdnberliche, fondern Function einer andern unabhangigen Vevanderlichen ift :

z dx dx
daresing = ———, darctangx = ————
‘{-1 " 32 ' | + X
dare t'u;sx — L , darccotgx = dx
- o {1 _. [ & g 1 + xud »

92, 1) Die Ubleitung des Productes jweier Functionen von x ifi
bie Gumme dee Producte, welde man erhalt, wenn man jede
Function mit der Ybleitung Der andern multiplicict.

duv tl l]u
"i

dx
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Denn e fei z=uv=F(x) I(x). Damn ift z4+ Az=Fx+Ax) < fix+ Ax)

ﬂ _'2 : e A ..?
5 {F;xj +F @ Ax + F () =1 } {f(_x) + 0@ Ax+E2(x) _‘f!“ ‘L_) %

"

=F i@+ @+ 0P @) Ax+AAR £ BA,,,
Folalich ift -i{— =Fx) P+ I FAAx+BAx2.,,.

Die Grange diefes Ausbructd, oder die Ableitung von z nach x, ift F (x) £ (x)
du d.uy

dy
[ x)=u——4v — =
FEAETS) dx dx dx
2) Die Ableitung des Productes dreier Functionen von x erhalt
man, wenn man bie Ableitung einer jeden Function mit dem
Producte dev beiden andern Functionen multipliciet, und dic
Summe dev erhaltenen Producte bildet.

d. tuv i du dv

bt Pl T L W o]

dx = i 3 ax T dx
4 : A .. dz dt
Denn wenn z = tuv ift, fo fese man uv =w, alfo z = tw, folglich =W o
dw dw du dv . o : dz
e I e R et . e B T
+ t o Hber 5 g + u o weil w = uy ift.  Folalich ift ix

d.tov . dé du dv

- el ny Ix =}= t'.'E + ti e

3) Die Ableitung ded Productes befiebig vieler Functionen von
X ¢rhalt man, wenn man die Ableitung jeder eingelnen. mis
dem Producte aller dbrigen Functionen multipliciet, und die
Summe der erhaltenen Producte Hildet
Denn toenn der Sa gilt fiie ein Product von n Functionen, fo folat wie in (2),

daf ¢t auch gelten maffe fiv ein Product von (n+ 1) Functionen von x.  RNun ailt er

aber fiv 3, folglich audh fite 4, folglich auch file s, und fo fort fie jede belicbige Yn-

3abl Functionen von x.

e d sin x cos X dsipx . . deosx . =,
Beifp. 1) —————==¢osx ! —:—smxf—ffﬂzrcﬂsx*’—smx":ensh
d dx dx
d(xlogx) 2 d, xx dex logx .
Ay R, i~ f] SAT loe Sl S St | — pXlOg ¥ I b ;
) o 14 logx, 38) T e e (L -+ logx)

d(xlog(xsinx))

1) .____T_.___. =5 lﬂgf:{sinﬂ 2 SINX -+ XCO08X

sinx




23, Die Ableitung cined Bruches, defen Jahler und RNenner Functionen von x

find, cxhilt man, wenn man den Renner mit dev Ableitung des ahlevs, und den Jafh-

; ler mit Der Ableitung ded Jenners multiplicivt, vom evfien Producte bas jroeite abyicht,
und den Unterfchied durch das Duabdrat des Ienners dividivt,

d— v e 1 gy
Voases dx dx
dxr v*
; u pr r v
Tenn ¢é fei z = — ¢ foiftzv =u, folglich (222
i{_ 1 }r_d._T_—- dll Q\EL-!_v—_i..(_].E.__EI__.d_'.
L b B i e Al e v dx '
e ey 0
S EE 1T e A
tOraUs —=- = = folat. :
(x)
Die Nidptigleit ded Sakes Fonnte auch davgethan werdenr, wenn z = m., ae:

Fx+Av F@
f(x + Ax) f(x)

fest, und A z = nach dem Saplorfchen Sate (12.) enttvickelt

Az fh]FW\J—P(\ifrl\\—l-Arﬁ\ + BIA %2
wirhe M nbe =/ = , folg
riirbe.  Man fanbde TR TN + (ST A Xoes ola:
o 42 _ I0FE) — Foi)
@ T (F(x))*
sinx : dsinx RPE dcosx
Beifoiele A dtnn,_.. N ' Co8X e e 7 5 dx
Beifpiele. 1) B -5 7 cos x?
cosx® 4 sinx* 1 : logx .. dy
— =ty = ey toie befannt (7.). 2) Fley = . ift T
1— logx : 14+x .. dy 1 R
T g 3 oy e — L —, &% v
I S R B y lug‘/:l — X Rax —aon 7 ol

X 1
A e dx BETEE o)
24, Die L-.mcu}d,\af:en der Ableitungen (9. 22. 23.) acben nachfolgende Sase
fue bie Differentiale:
1) Das Differential der Summe mehrerer Functionen von x it die Summe der Dif-
ferentiale ber cingelnen Functionen

3*

L

e

.
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2) Das Diffevential des Producted mehrever Functionen von x ift die Summe aus
den Producten, welche man durch Multiplication des Diffeventials jeder Function
mit dem Producte aller abrigen Funitionen exhalt, : i
3) Das Diffevential cines Bruches findet man, twenn man den Nenner mit dem Difs
fevential bes Bahlevs, und den Babler mit dem Differential des Menncrs multis
pliciet, vom erften Producte dag jrveite absicht, und den Unterjdicd durch das
& Duadrat des Nennerd dividict.
' Dicfe Sage gelten, auch wenn x nicdht unabhiangige Verdnderliche, fondern felbft cine
Sunction einer andern Vevanderlichen ift.

25. Man ift nun im Stande, von jeder beliebigen Sunction bon einer unabs
hangigen Vevanderlichen die Ableitung ju bilden, und jugleich die Aenderung ber abhian:
gigen Vevanderlichen in cine Reibe ju entwicfeln (12.), welde tach den Potenjen dey
Yenderung der unabhingigen Vevanderlichen fortfchreitet. Wenn namlich y = £(x) ift,
‘ S = 3 N e coon A a3
| foift Ay=1£(x+ Ax) — f(x) =1'(x) A x + %(x) B s f-’Lx}-i—z—S-..u
S & A e

I ' 2 al
i!: ! WBie man I'(x) durch % beseichnet, fo £7(x) durd oy Pix) = %l— u. f. f. Hiew:

dx2 '’
| nach nimme die Taylorfehe Reihe, wenn gugleich y + A y durdy y7 bejeichnet wird, fol:
gende Geftalt an

: o P AL TR
Y+ ApSrw sy hiy

d?y-h? - @3y

dx* 1,2 ' dx® 1.2.3 '

, 26. TWenn u eine Function von jlwei unabhangigen Verdnderlidyen ift,

i | u=71(x,y),

| | und x fibinx 4+ h, yin y + k, vertwandelt: fo foll die bieraus hervorgehende Ver-
i andevung ber abhangigen Veranderlichen u, obey

. .&u-:fr_\--|-h,}'+];J—-~l'['_\',}'_;

beftimmt wevber.
Set man junddft x + b fratt x; ohne y ju verd ndern, fowicd (12.u

|
i ! 25.) f(x + I, y)=u++ —h _'.'_
|

dua d’n K d’u h3
dx dx* 1.2 dx3 4,9 8520

i i3 : d d? : ;
Sn diefer Entwidelung bedeuten TI_:;]-’ d\;l: o+« Dic Ableitungen vor u nach x, inbdem

‘ | X af§ eingige beranderlide, y dagegen alg beftanbige Grdfie betrachtet wird.
: Soldye Ableitungen beifien partielle A6 leitungen, und felfen, o e8 die Deut:

i du 2
lichfeit forbert, durd (T’f)’ (%\—’j-), bejeichnet mwerben,




von k entmicfelt wecben, €g

aeht namlid

ufiberinu + —k d'u k? *L
AR DR TF’TE” ay 1.2.8 """
i
s L
du . duo dx (Iw:
Tt s s 4
und —— i = + & k 4 iy 5
d2u d?u
: i imen 42— :
L= s g A sl 2y : dx? d'\ k?
fotoie =5 I S + = k 4+ L e
dn d%n
) e : d-
2 : dx d*u dx* d*n
.JT. y t " Lo B e 62 R
Man begeichuet nun 5 ourch &dy ! und i ourch &7y !
dmy
d'" dxln 4 dl:'l'f' ngy (nbe 'l
o dued ~dxrdyn ¢ ‘ndem oo iy bedeutet, ¢8 folle

feitung von u nadh x die partielle Ableitung von u nadh y gebildet werden, und

die Bildung der nten pavtiellen Ableitung nady y von i1

Hicenach geht fix+h,y) =
tiber in f(x+h, y+k) =

forbet.
: duf d?u h? PP b®
B o v il op o R
u
da du
=+ 'd_y"h i "—\—!I
d"u % d%u d*n h®
d} T +dxtlybk+dx21f’
d*n  k* d*n hk? d*n bkk  d%*u. B?

S g

E

d_}3 1 2.3 +dxdyr"r2'+dx?dym

-

Diefe Ableiturigen Eonnen aber y noch enthalten.  Wenn daber y iny == k ubers
geht, fo mufi jedes cingelne Glicd dex Cntwicfelung von £(x + h, y) nach dem Taylor:
fchen Sate, mittelft de¢ particllen Ableitungen nacdh y, in cine Reihe nad) Potenyen

uberhaupt

pon der pactiellen AL:

dx=dyn

dxi1, 9, 515

e




E
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RNimmt man dageaen juccft ¥ und dann x alé veranberlich, fo gebt

du tl u k? dPa k3
(X r- k) = i Fo— i T
f(x, y+k) 1 o ] -} O 1.2 IV T.2.5 ,
fiber in fix+h, y+k) = u
, du du
-t T h == l.l'}‘ kk
_d_g'fm.]_'i.. 4 d*u kh +d”_u k*
dx? 1,2 dydx dy* 1.2
dsll h3 + d*u kh? d*u k?h _i_(l'{l k?
dx31,2.8 " dydx®1.2 " dy%dx1.2 " dy*1,2.8"""

Hieraus folat, weil beide Entwicfelungen gleich fein mafen fir beficbige Werthe
von h mnd k,
d?u d%u d3u d3u d3u - P

dxdy  dydx’ dxfdy  dydx?’ dy?dx dxdy’
Gs ift alfo g L'ic{n]ﬁ[‘[a, in tvv[d,;m: Debdnung man di¢ pavtiellen
9pleitungen nach x und nadh y bildet.
MWenn alfo u = f(x, y), foift

du du d’n h? d?u d’u k*
[x G - e — K - 5 i { -+ ——
fx+b, y+k)=u+ dx l]‘h!_dj.'] dy*1:9 * dxd}'h] dy e
olalih fix + b, y+k)—1I(x, y)=A4u
du Bt du ol d’n 12 i d’u =k

= = i } ——— bk 4+ —m ——,
dx t!j dx?1.2 dxdy 3 dy= 1.2
9fd Beifpiel fann u = y3 — Saxy 4+ x* bienen.
27. Obgleid h und k vdllig unabhangig von einander, find, Fann man dod
k = ph feen , toenn man nue unter p c:'m gang willfarliche Sabl, ‘ober auch cine be:
licbige Function von x verfteht. Wian erhalt alsdann

e G uu lhl d*n 19 d’un ‘d L h?
fn_l'_q—l:—h_,}"-l-]s..l =1 = ) Il (dg ,{, :a. TP [1‘ IE-.”
- = du t!u) d?u n o 02 u) h*
Folglid A= (d&: (1k‘-+ pd\d', e F ) Lol

Diefe Neihe ift nue fliv folde Werthe von h und ph giiltia, fir welde fie converaivt.

2 3 ] *
Man Fann die Reibe andenten durdh) A y= A, h + ﬂl”; + f‘ ;hs .o I::i__
w Jie s, | v sall

©obald nun p Feine unendlich grofe Jaht bedeutet, und foldhe Werthe von x und y
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ausgefchloffen tweeden, fir twelde eine der pacticllen Ableitungen unendlich grofi wicd,

An

fo convergirt bie Reihe, wenn h <(n 4 1) angenommen fwivd.

.J;
Dabher ift diefe Reihe frets gu[hg fir hinlanglich Fleine Wer:
the von h.
Fevner Ednnen fov h frets folde Werthe angenommen werden,
Daf jebes Glied grofer wivd, als dbie Summe aller folgenden Glie:

A FCRE 50 - Ay o
per.  Denn ed folat cben fo tvie in (14.), dbaf, wenn & -i—-i'_l_ den quifiten Der
; Jl A.. 4'1: e = -
Suotienten = 12 R T35 e e bebeutet, man h nur fleiner feBen dacf,

alg £ (n4 1) , um jeded Glied grofier ju machen, als die Summe aller fol-

_zl +1
genben Glieber.

Huch Fann man fav h frets folde Werthe annehmen, daf in der
Entwickelung von Ay dic Summe aller Gliedber, ober aud Dbie
Summe aller Glieder, weldhe auf ein belicbiges Slied folgen, Flei:
net wicd, als jebe beliebig Fleine Grdfe. DerSaf folgt abnlich, wie (15.).

28. ;‘J.J_-‘:vgcicﬁpnl:r man in ber Enttvicfelung von A u (27.) h durd) A x und ph
= k burch A y, foift

au_(‘l“ f' l’“)a +AAX:+BAX..,,
folglich j“:-ji+% ‘fi A.Ax+BAxt.

Au_ du Ax du
Eben fo findet man —— A gt i + ANy +BAY,
Beide Ausbricke ndhern fich, wenn A y und A x ficdh gualeich dev Null nahern,
du A Ay

. b
l} . lim e un

. A F d
gewifien Srangen, namlich —0'1-11 naI}r:l‘t fich ber Grange —ﬁ + =
Au et SRR =
_&J} nahet fich dec @LQ:IDL d -]— d « lim, ey o lange y und x vollig unab:
hangia find, ift BF eine ganj wilficliche Grdfe. Man Fann fich daber denfen, daf

Ax
y ivgend eine, abnr; gcmi willfdelide Kunction von x fei. Dann ift dasd Hende:

HII‘Ijﬂl‘Llf}c‘lﬂl'ilﬁ ber beiden unabhangiaen Vevanderlichen ein qang beliebiges,




E

of dy
efielben, ober d—:

FAR d= ; 1
——, obet — ecine gang beliebiae Rahl —,
ﬂ}',LLLr a5 eine gang beliebige Sabl )

Au __ du k. dy dun  dn duo
DI-TEJL[ ift bie (ﬁfﬂn’.[‘ bon Tﬂ—'—' w—-—t‘]-;r- d\; d}' — E;—- p E}.I..f

Au du dx du du 1 du

A A T T TR S
Wan nennt den ecfren Theil dev Differens A u dev beiden MWerthe u 4+ A u and
e du Ay du du dn , ;
u, namlich (d &= ;.'}.1{ 35 ) Ax = Ax -+ T Ay, aud) Differential

von u, und begeichnet daffelbe durdh du. z1;,01-3[[(@ ift, toenn man in aleicher TWeife dic
willfhelichen Grofien A x, Ay, dued dx, dy, beyeichnet,

3 du= du ]) dx (g%) dy,

do : : .
indem d") ( ),. Die pactiellen Ableitungen von u nad x und nad) y bebeuten.

29. Jn der Entwickelung bon £(x + h, ¥ 4 k) (27.) ift p nicht mebe willfie:
lih, twenn nicht jeder Werth von u = f(x, y) uldffig, fonbern
f(x,y)=10

fein foll. Denn algdann ift, wenn man h durdh A x und p hnrd) E beseichnet (28.);

Ix+ax,y+4y) =fx,y) + (dll A dj):& + A Ax?,

folglich audh bie Grange D¢

cine gang beliebige Sahl p, folalich

auch die Granze von

{

und die Girange von

dx Axd
gleidy Jtull ﬁw_;rben belicbigen Werth von A x, toeil fir x und y nur foldhe Werthe
aulafiig find, fir welde u=0ift, G mifien Daher die Coefficienten bet einselnen
Potenzen von A x fibe fich Null fein, folalich

(d[i) .Q. y /du)
dx {ly =
wo (—-) vie partielle Ableitung von f(x, y) nach =, und (d ) bie partielle 916-

eitung von £(x, y) nah y Gedeutet. Das Henderungsverhalinif ift nicht mebr poill:

Biclich, cben fo toenig die Grane beflelben. Da nun bdie Gleibung (1% =)
= d ‘?.'/

, AY do\ s
Ax \dv/ = 0 fu jeden Merth von A = gelten muf : fo gilt fie anch, wenn A =

fiel




ficp der Stul nahent, Fie bie Gramge von L. Folglich if

1) ( )1— ‘[j, '.]E =0, obet 2) jx (du) d")}

2Benn alfo in ciner @Imc{mug, fuc, y)=0,% unentiwicfelte Function von x ift, fo findet
man die Ableitung von y nad) x nady der Reael :

SDtan bifbe die pavtiellen Ableitungen von f(x,y) nah x, und pon
f(x,y) nach y, olé wenn x und y unabhangige %ernnberh:ﬁ::
waren, und dividire die erfteve Ybleitung burdh die jmweite: fo
ift ber Ouotient, mit umgefehrtem Vorgeidhen genommen, die

Ableitung von y nadh x g
3. 8. fir (y—b?+(x—2a) — 12 =0 findet man S~ = — 22

dx y—b’
foeil ii-g) = 2(x — a), und (gh?) = 2(y — b) ift.
30, Um bie Ableitung von x nach y su finden, Hat man, twenn u = f(x, y)
= 0 iit,
Au=fx+Ax, y+Ay)—ixy) = (Clu - d“)) Ay+AAyi...

Da bdiefer Ausdruc Null fein mup fiir jeben bf!l-:btgm Werth von Ay, fo findet
man, foie (29.),

:}D-i- 92):0, obet 2) :113 £ K ) (du>}

Folglich =._fr (29,.2)

dx . = 1__ & i _t__
Ll}" - 1};: uno E\:"’ = d;
dx dy

Die beiben Bleichungen (d ) + ~ ‘]“) =0, un b( ) :‘ %)zgr

Fonnen duvch die E)lffcrcntmlg{eld)ung
du) (du
d= -
baraeftellt werden,

31. Die Ableitung von y nach x exfcbeint bier ald eine Function von x und y.

Begeichnet may dY burd z, fo erhiclte man, wenn x und y vdllig unabhangig waven,
)

E
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dy
d TiT dz™ d'. 1|.' dy i Sl
P ) (28, 1.), wo o vic Ybleitung ciner willfirlichen
Function y nacb x brbumt. ier aber ift y nidht willficliche 5uncriuu von x, fon:
deen burch die Gleichung f(x, y) = 0 von x abhangis. Folalich .ft bu aus biefer

Gleichung gefundene Ableitung von y nadh x (29, 1. u. 2.);  Folgl m‘,; 1|'t
d’y ilx) dy (
5= () ot ()
dz dz ! . ; : ol
o (I)' <W> bie pactiellen Ableitungen der rrftcn Ableitung find. TWare

(II"), teil (I

> dz d‘.' dy
=0 ware, Dagegen exhiclte mcm (lh ) :J-'-'_ , foenn —-h— =z nur Function

etfte Ableitung nur Function von x, fo crbicltc man -

von y todre.

ATy 2 a ol I i ) 7z N
Sft 3 B, y* — 2axy 4 x* — b =0, fo ift _:j_l',: & o o S i)

y — ax *Ndx ~

(a2 —1) /dz x(1—2a?) oy y(@—1) x(1l—a?) ay—x
SR ) Pl Y D x (=) ay—x
(y — ax)*" \dy (y —ax)® dx (y—ax)" " (y—ax)* y—an

i . £ dy I -+a d*y 2
it ferner x* 4 ax — by = b findet man == = ——— 0 == =—
RY ¥ ¢ {0 findet my oo N un e b
2 N LAY dy ) d? 2
St aber y*4-ay—bx =0, {o findet man == = ——— , und _1; == ———
dx 2y +a dx” {2y + a)*
dy _ 2b?

o R e (2y + a)?
32. Duedy abnlide Entroickelungen (26.) finbet man, wenn u = [(x, ¥, 2) ift,
~ rdu (]Ii k {Iu ) %u ir d*u (] i
utAu=u+ ~1-—h —1 (dx i =l hh-i— 11
d?u d?u k? d?a 17
d_}ﬂu (l1, “+Eim g

+

alfo (28.) du = (% dx l:iu) l.]

u = 0 ¢ine Sleidhung oifden x, v, z, be bum! (30.).

du
) dz, was Null ju fesen ift, wenn

=
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