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Beitrage zur analytischen Trigonometrie.

[}ic Trigonomeirie, welche jetzt bei der Losung fast jeder Aufgabe ein
unenthehrliches Hiilfsmittel ist, war friiher hiichst unvollstindig; sie bildete
sich als eine Tochter der Geodisie und Astronomie zugleich mit der Vervoll-
kommnung dieser Wissenschaflen weiter aus.

Die Griechen nennen Hipparch (160—125 v. Ch.) als den Ersten,
welcher 12 Biicher iiber die Chorden geschrieben, was offenbar eine Trigo-
nometrie gewesen sein muss, da bekannilich die Altlen die Sehne des dop-
pelten Winkels gebrauchien an Stelle des Sinus, den die Araber zuerst ein-
gefiihrt haben. Der Erste, welcher die Sinus gebrauchte, war der Araber
Mohamed al Batani (880); die meisten Verdienste aber hat Geber ben
Aphla (1090), welcher schon die vier Hauptfille der Trigonometrie unter-
scheidet. Aus der rimischen Kaiserzeit sind noch Menelaus und sein Schii-
ler Ptolemaeus (125— 141) zu nennen. Von Letzterem ist noch eine Chor-
den - Tafel vorbunden, welche von 30 zu 30* geht und den Radius gleich 60
setzt, so dass in Sexagesimaltheilen des Radius ausgedriickt etwa dis Sehne

: 45 35 19 5
. EQ I F o % ey Crd H: =
von 45° = 45.55.19 ist, d. h. 5ot e0r T 00 T 0,765366 des Halb
messers.

Georg Purbach oder Burbach (+ 1461) theilte den Radius in

600000 Theile, und berechnete die Sinus der Winkel von 10° zu 10°
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Johann Mueller, gewiihnlich Johannes Regiomontanus ge-
nannt (von seinem Geburisorte Kidniggberg in Franken, < 1476), berechoete
zwei Sinustafeln, eine fiir den Radius 6000000 und eine fiir » = 10000000
von Minnte zu Minmte. Er fiigte anch zuerst eine Tafel der Tangenten hin-
zu, welche er wegen ihres niilzlichen Gebrauchs tabulam foecundam nannte;
doch berechnete er sie nur von Grad zu Grad. Weiter ging darin Georg
Joachim, gewihnlich Rhaeticus genannt (geb. 1514 zu Feldkirch im
alten Rhitien, 4+ 1576). Er unternalm es, eine Tafel der Sinus,
ten und der von ihm zoerst eingefiihrien Secanten fiic r = 10000000000 von
10# zu 10% zu berechnen. Er starb jedoch iiber der Ausarbeilung, und ersl
sein Schiiler Yalentin Otho vollendete dieses Werk 1596, wo zugleich die
Auseinandersetzung der Berechnungsart gegeben ist, welche, wie sich leicht
denken lisst, mit den damals geringen Hiilfsmitteln sebr unbequem oud lang-
weiliz war. Einen hohen Grad von Vollkommenheit erlangte jedoch das
Ganze, als Neper (John Napier, Baron von Merchiston in Schott-
land, geb. 1550) die Logarithmen erfand, welche er 1614 bekanut machte,
und welehe Henry Briges (geb. 1560 zu Warleywod) fiir die Grund-
zahl 10 uwmarbeitete (1633). Aber auch diese Logarithmen sind damals nicht
auf dem einfachen Wege gefunden, welchen man jetzt kenmt, sondern mit
beinahe undenkbarer Anstrengung und Ausdauner. Die sogenannte Analysis
des Unendlichen hat viel leichtere und kiirzere Wege gezeigl, indem man
vermiige dieser jede trigonometrische Linie unabhingiz von der andern durch
besondere Formeln finden kann.

&
1
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Der Zweck der Trigonometrie ist, aus drei gegebenen Sticken eines
Dreiecks, worunter wenigstens eine Seite sein muss, weil durch die drei
Winkel allein das Dreieck nicht bestimmt ist, die iibrigen Stiicke zu berech-
nen. Wenn wir aber dies thun wollen, so tritt uns sogleich das Hinderniss
in den Weg, dass man Linien und Winkel, also zwei ganz verschiedenartige
Grossen in der Rechnung hat, welche nicht mit einem gemeinsamen Masse
gemessen werden konnen. Man musste also versuchen, die eine anf die an-
dere zu reduciren, oder irgend ein anderes Ersatzmittel herbeizuschaffen.

Man bemerkie zunichst, dass die Sehnen im Kreise grasser wurden,
wenn der Winkel wuchs, und ebenfalls mit diesem abnahmen; dasselbe ge-
schah matiirlich awch mit der halben Sehne. Man kam also auf den Gedan-
ken, die: Grosse des Winkels aus der Linge der dazn gehiirigen halben
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Sehne zu bestimmen und umgekehrt von der Grisse des Winkels aufl die
Linge der Chorde zu schliessen. Auf solche Weise entstanden die trigo-
nometrischen Linien; doch sah man bald, dass die absolute Griisse dieser
Linien nicht Ersatzmiltel der Winkel sein konnte, da fiir verschiedene Radien
zu demselben Winkel trigonometrische Linien von verschiedener Griisse gehiir-
ten, welche aber immer dasselbe Verhiliniss zum zugehiorigen Radins hatten:
und so kam man auof die triconometrischen Funktionen. Diese sind die unbe-
nanuten Verhilinisszahlen der trizonometrischen Linien zom Radius, welche
also anzeigen, wie oft der Radius in diesen trigonometrischen Linien enthal-
ten ist. Man muss daher streng die trigonometrischen Linien von den trigo-
nometrischen Funktionen unterscheiden, was schrifillich am Bequemsten wohl
dadurch geschieht, dass man beide zwar mit denselben Namen, jedoch erstere
mit grossen und letztere mit kleinen Anfangsbuchstaben bezeichnet.

Die eigentliche Trigonometrie, sowohl die ebene als die sphiirische, will
ich hier iibergehen, und mich nur mit der analytischen beschafligen, deren
Bedeutung aus der Erklirung der drei Theile, in welche sie zerfillt, am
Besten klar wird. Diese Theile sind:

1) Goniometrie, welche gich mit der Vergleichung der Winkel vermittelst
der von ihnen abhiingicen Funktionen und mit den Relationen dieser
Funktionen selbst beschiiftigl.

2) Cyclometrie, welches der Inbegrifl der Formeln ist, welche die Relatio-
nen der Kreishtgen und ihrer zngehirigen trigonometrischen Funktionen
angehen.

3) Cyclotechnic, welches die Anwendung der cyclometrischen Formeln auf
die numerische Berechnung der zu den Kreisbigen gehirigen trigono-
metrischen Funktionen oder der Bigen aus den Funktionen ist.

Bevor ich zur Hauptaufgabe der Goniometrie schreite, — ndmlich eine
Potenz des sinus oder cosinus-eines Winkels durch die sinus oder cosinus der
Vielfachen desselben Winkels und umgekehrt den sinus oder cosinus eines Viel-
fachen durch die Potenzen der sinus oder cosinus des einfachen Winkels aus-
sudriicken — will ich erst noch die Summen der Reihen der sinus und cosinus
bestimmen, und setze desshalb zuerst

ginr 4+ sin(z+g) +sin(z+2y) +......+sin(r +ay) =X
Zur Bestimmnng von X mogen die folgenden Gleichungen, deren Richtigkeit

sofort erhelli, dienen:
1 *




S g o ¢ p————— . e S i =

e ——— . L

2.sinx . cosy=sin(r + y) + sin(x — y)
2 . sin(z 4 ) . cosy = sin(xr + 2y) + sinz
2 . sin(r 4+ 2y) . cosy = sin(x + 3y) -+ sin(z + y)
2 . sin(r + 3y) . cosy = sin(x 4+ 4y) + sin(z + 2)

2 . sin {,;- + (n i ])y]‘ . cosy = sin(x -+ J;_.';J + sin {a + (n — 2}_:;1
2 . sin(z + ny) . cosy = sin {f + (n+ T)‘q} + sin {.:.' e (n—l)y:‘.
Durch Addition vorstehender Gleichungen erhiilt man leicht Folgendes:
2. X.cosy = X —sinx + sin JI' + (24 ]_Jy} + sin(z — ) + X — sin(z + ny)
oder
2.(1 —cosy) X =sinr — sin(e — ) — |Si]l {.r + (n + ]}3} — sin(r 4+ n_e,-']ll,
welche Gleichung sich leicht unter Anwendung bekannter Formeln in folgende
verwandeln lisst:
4 . sin?ty . X=2.cos(xr— 3y) . singy — 2. cos {.a: + (1 + -{lg}. siniy
=—2 . siniy . 1-('.{)!-: {J' + (2 + -;)_ﬂ — 08 (& — -'g_gr)I
=4 . siniy . sin(x 4 Iny) . sink(n 4 1y.

: ’ . sin(zx + Zny) . sin (n+1)y
Daraus ergiebt sich: X = — A 2 e + Y.
sin 2y

Setzen wir hier ny = 90°, so wird

ST Sl 45" 5
sin (45" + x) . sin (43" (et
ks b anphgawnh il podaiflli
N 5
sin——
3

Wenn ny = 180° ist, so erhalten wir
90°

X =cosz . colg

Ist n =00, so gehen die Reihen ins Unendliche und man hat dann
2.X.cosy=X—sinr + X+ sin(z —y),
also durch leichte Umformung
y— Ccoslx :,;.-5'.\’.._
2. siniy
Derselbe Weg, den wir soeben zur Bestimmung der Summe der sinus
eingeschlagen haben, fiihrt anch beim cosinus zu einem ihnlichen Resultate,

Wir setzen desshalb:
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cosx + cos(x 4+ y) 4 cos(z + 2y) + - -. - 4 cos(x + ny) = Y.
Dann hat man dem Yorigen analog folgende Gleichungen:
2.cosr.cosy = cos(x + g) + cos(r — y)
2.c005(x + y) .cosy = cos (& + 2y) 4 cosx
2.cos(x + 2y) . cosy = cos(x + 3y) + cos(xr + y)
2. cos(r 4+ 3y) . cosy = cos(z + 4J + cos(z + 2y)

2. cns[.r + (1 — 1].;;] . C0sy = cos(r + ny) + cos {.r + (n — 2};;;

2. cos(r + ny) . cOSy = COS {.r + (n + l)_r_:] -+ cos {.r + (n— l}_.?}-_
diese Gleichungen addirt geben folzendes Resultat:
2.cosy.Y =Y —cosa + cos {.r + (n+ l}y{ + cos(z—y) + ¥ — cos(x + ny)
oder
2.(l—cosy) . ¥ =cosxr — cos(xr—y) - I n*-‘t—l—(n—l— q\’—t-:]':{i—m,rhl

Diese Gleichung reducirt sich eben so leicht, wie vorhin, anf folgende:

4.8in%%y.Y=—2 . sin{x —%y) . sinty + 2. sin 1: 4 (i E_yj} . Sinsy
=2.sinty . lsln {: + (n + 1_‘,_.1}_ sin (& — 1-"-5'"|
=4 . sinfy.cos(x + Lny).sintin 4+ 1)z

Daraus ergiebt sich:
cos(r + '-JH;'I . sm H{n + 1y

sin %y
Setzen wir hier ny = 90°, so ist
e FAED n+1 0
cos (45" + ) . sm_.._._.]'.
}’: WiTem (4]
sin
n
Wenn zy = 180” ist, so erhalten wir
0("
= — sinrw. cnlg == sine . wh-_ﬂ :
n

Ist » =00, so gehen anch hier die Reihen ins Unendliche, und man hat dann
2.Y.cosy =Y — cosax +¥ + cos(z — y),
also durch leichte Umformung

Y= _ Sin( — 3y)

2 .sindy




Setzt man in der sinus- und cosinus- Reihe » = 0, so erhilll man sofort:

sint(u + 1)y . sininy

sing + sinZy + sindy + ... . + sinny = - - und

sin Ly
cosiin + 1)y . sininy -
sin Ly :
Ist nun hier » = 90 und y = 1°, so ergeben sich unter Anwendung der For-
meln fiir sin(a + £) und cos(« + £) nach einigen Reductionen folgende Glei-
chungen :
sin1” + sin2” 4+ sin3" + ... .. + sin90" = L (colg30’ + 1) und
cos1” + cos2" 4 cos3" + ..... + c0s90" = L(colg30F — 1),
welche sofort, da sin 90" = 1 und cos 90" = 0 ist, anf die identische Gleichung
sinl” +sin2" + sin3” +....+ sin89" = cos1" + cos 2" + c0s 3"+ .. .. + cos 89’
filhren, deren Richtigkeit aus der Formel sina = cos(90" — «) ausserdem
erhellt. Setzt man endlich in der vorhin gefundenen Gleichung
C(h x + Lny) . Sil ufre+lj_,-

cosy + c0s2y + cos3y + . .20 4+ cOSHY =

cosx 4 co8le + g) + cos(e + 2y) + -+ cos(r+ny) = o =¥
singy
y = 2r, so wird
. 1 :
1= --é-]ll‘m- o+ }-—-. oder wenn » == — 1 ist,
2 . sinx
_ sin2na
~ 2.8inz’
3 1 : T : .
Fiir den speciellen Werth 2 = g1 ergiebt sich
- T
sin | 2 )
(2o mr) o o
} e e e T T e + p 1
- : w 2
- BN
2n 4+ 1
; < : : : 2n 1 ;
was nach wenigen Umformungen leicht folgt, da s Wi 1— ST ist.
Ebenso erhilt man, wenn r = - st g
2n — 1
sin
! ( 2;: —1 ) 1
I’ = — —- = — Tg :
2, sm;——”—
an— 1
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da =1 4 - o gesetzt werden kann. Dann ergeben sich aber
an — 1 =
leicht die folzenden {aln‘whuu::vn:
T T S 2n—1 }fr 1
COS - p +cos 5 COS——=Fvians 4 cos — =i
2n 41 +I 5 2n+l+ Y (2n+1 * 2 e
™ 7 I "u-—- 3) = 1
cos e0s == COS —— . 08—, e 08 7 = —
27 —1 R T Pk e S gt
oder anstatt der letzteren
L3 3 S (2n—3)n |
€08 ——=— 4 cos —|—UJ=: 44 COS- — =
2n—1 2n L2 2n—1 z 2

Wir kommen I]o[;r.l zur [lmiptunfgal]e der Gfoniometrie, wie sie schon
oben angegeben worden ist; doch will ich vorher noch das hinzufiigen, was
dabei gebrauchl wird.

1) Das Moivre'sche Theorem (cose = isine)® = cosna + isinua, gillig
fiir jedes =, kaun ich als bekannt vorausselzen.

1 -
2w . 2mm
2 l“=ll]~.——'+‘ sin——
n : mn

i
denn es sei allgemein 1" = @ + 4, so kann das bekanntlich immer un-
ter folgender Form geschrieben werden:

1
"= r (COsa 4+ ¥sinw),
wo r und e reelle Griissen sind. Dann ist aber
1 = s (cosw + isine)?, also nach (1) ... 1 = r"(cosne + isinnu).
Dieser Gleichung wird dadurch Geniige geschehen, wenn r=1, cosne=1
und sinne = 0 ist. Dann ergiebt sich aber sofort ne = + 2m= und also

)
w=""C_ welcher Werth zur Richtigkeit obiger Gleichung erforderlich ist.
n

3) Man hat bekannilich

T 3 m e ’
(]—]— Jzelzlv{—.rri--u-'---i-,——l—-----[ul'u=:):_‘:.
n 2! 3!
Ferner ist co0snwe + isinne = (Cosa + ising)”

CO8 e — 18I0 noe = (co0s w — ising)”, also

€08 & + i5ine)? 4 (cosa — mnrﬂ"
COSne = (e08 e #ino) e und
0
2 {cnsrz 4 fsine) — (coSa,— ?sm r¢}“
sinne = =it by A

2i

T U DY VS ST
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Setzen wir hier e« = — und » = @0, so erhalien wir mit Benutzung des
n &

soeben angegebenen Werthes von e*

iz \D i3\
1+-..-)—(l—— ) .
( 7 7 elz — g—iz
2

und ebenso o8z = ——

Um nan zunichst die mt® Potenz von cosz und sinr durch die cosinusse
der Vielfachen von z auszudriicken, schligt Euler folgenden Weg ein. Er
sefzl

cosx 4+ isinz = g und cosr — isinr = 33
dann erhilt man durch Addition g 4+ s =2 . cosz

und durch Multiplication y.z=1
Nun ist nach dem binomischen Lehrsatze, wenn man
vk mim — 1) (m—2)..... (m—k—+1)
Co = S T : selzl,
e k

(y +z)" = .‘.’C,;y“"'"“. sk oder, da (yz)k = 1 ist,
= SCpny™?k,
Ferner ist nach dem Moivre’ schen Satze
y=2K = ¢os (m — 2k)x + isin(m — 2k)x, also dann
(2. cosa)™ = sCcr [(!(IS (m — 2k)x + isin(m — 2.{‘].::}

k | sk s A
= 30 cos(m — 2Kz + iSCysin(m — 2b) =

=X+iY,
wo X = cosmz 4+ m . cos(m— 2)x + %2_1] vcos(m —Br+ .n..
Y = sinmzr + m. sin(m — 2)z 4 %ol =)

1o - sinfm — 4y + . ...
Es ist aber auch (s 4 y)» = ICEam—k, yk = ICr gk
und da ™% = cos (m — 2k)xr — isin (m — 2k) x ist, so erhill man
(2. cos 2y = 3CF cos (m — 2k) & — iSCy sin (m — 2k) &
= X—iY.
Weil nun (2.cosz)™ = X+ i¥ und anch (2.cosa) = X —iY ist, so muss
(2.cosx)™ = X und 0 =Y sein, also die Werthe fiir X und ¥ eingesetzt



(2.cos2)M = cosma + m.cos(m — 2)r + ﬂf;"‘.;l_ coS(m — )x + ...
mim— 1

0 = sinma 4 m. sin(m — 2)zr +

1.2 ) c8Sinm—$r+....

Davon, dass Y =0 sei, weun m eine positive ganze Zahl ist, kann man

sich leicht iiberzeugen. ¥ hat dann m + 1 Glieder: unter diesen ist das
(p + 1)t¢ Glied vom Anfange = CY sin (m — 2p)x

und das (p + 1)t¢ Glied vom Ende — el Sy {m — 2(m —p)} I
= ™ Pgin {— (m — 2}3)} I

= — Oy~ "sin(m — 2Zp)r,
also beide zusammen = 0, weil bekauntlich C8 = LY ist,

Es heben sich also alle Glieder vom Anfange gegen die vom Ende auf,
und das mittelste, welches in dem Falle iibrig bleibt, wenn m gerade ist,
also das (Lm + 1)te ist

C3"sin(m — 2. tm)x = C3™sin0x = 0.
Es ist also in diesem Falle, wenn m eine positive ganze Zahl ist, immer
Y =0.

Allein ans diesem Gange des Beweises ist die allgemeine Giiltigkeit des
Satzes nur ersichilich, so lange m eine positive ganze Zahl ist; ob er auch
gelte, wenn m ein Bruch ist, folgt nicht unmittelbar. Desshalb schlug La -
grange in seinen Lecons sur le caleul des fonctions, Lecon XI. folgenden
Weg des Beweises ein.

Er setzt y = (cosx)™ und differentiirt diese Gleichung,

dy
dr
Aus beiden (cosa)™=! eliminirt, giebt

= —m . (cosz)™!, sing.

d
m .y sing + cosa - d—_‘f_—:ﬂ

Nun kommt es darauf an, fiir y eine Reihe von passender Form mit
unbestimmten Coéfficienten anzunehmen, und dann letztere so zn bestimmen,
dass diese Reihe slalt y gesetzt der genannten Differentialgleichung geniige.
Enthiilt dann diese Reihe noch eine unbestimmte Conslante, so ist sie als das

vollstéindige Integral anzusehen, so dass die Constante nur noch zweckmiissig
D]
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bestimmt werden muss, um das besondere Integral (cosa)™, welches das voll-
stiindige umfassen muss, zu liefern.

Lagrange setzt daher

y=d.cosnxr 4 B.cos(n — 1)z + C.cos(n —2)z 4+ .,...

wo n, A4, B, C etc. noch zn bestimmende Griissen sind.
Differentiirt giebt die Gleichung

di - ; :
b RS {n .A.sinpr 4 (n—1) . B.sin(n—Dz + (2—2). C.sinfn—2)z +... } 3
dr : b ¢
: : A dy 3 - : ] A :
Diese beiden Ausdriicke von  und o D die obige Differentialgleichung
0T

eingesetzt, geben
m . sing . {a‘ cosnz 4 B .cos(n— 1o 4 C. cos(rn—2)x + .

— €08t . {n . A . sinnx 4 (n—1). B.sin(n —1)z + (n—2). C.sin(n—2)x + .. } =),
oder mit Anwendung der Formel 2. sina . cosg = sin(« + #) + sin(« — g)

{m .Ad—n. 1} .sin(n 4+ 1)

+im. B—{(n—1). H}. sinzx

- {-m C—(n—2).C—m.A—n. fE sin(n — 1) a

¢ =0
+{m PD—n—3).D—m.B—(n—1). B} sin(n —2) 2

-i-{m E—(n—4).E—m.C —(n—2). (J; . sinf(n — 3)x
4 etc. efc.
Alle Werthe von n, 4, B, C, D etc., welche dieser Gleichung geniigen,
entsprechen auch der obigen Differentialgleichung, erfiillen also vollkommen
die Forderung.

Lagrange setzt also

(m—mn)., A=10

(m—un+1).B=0

(m—n+2).C—(m+n). 4d=0

m—n+3).D—(m+n—1),. B=10

m—n+4) . E—(m+n—2.0C=0

elc. etc.

und diesen Gleichungen geniigt er wieder, indem er m — n setzt, und da-
durch dann B, C, D elc. durch A ausdriickt, withrend 4 unbestimmt bleibt,
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mithin als die willkiirliche Conslante der Integration angesehen werden muss,
welche anf anderem Wege zu bestimmen ist.
Daduorch erhilt man
y=A. [cus me 4+ U .cos(m—2)x 4 C} .cos(m —Hzx 4. .... }

Um die Constante 4 zu bestimmen, setzt L. =0, wo damn y =1
werden muss, und erhilt also

1=4.{1+C+C+C+.... J=4.f1 + 1}m,
mithin A= %

Also erhilt anch Lagrange auf diesem Wege dasselbe Resuliat, welches
Euler hatte, nimlich (2.cosx)m = X
0 — 8
wobei er ausdriicklich bemerkt, dass diese Entwickelung allgemein fiir jeden
Exponenten m gelte.
Poisson (Correspondence sur UEcole polylechnique 1811, p. 213) be-
merkte, dass diese dem Anscheine nach so sireng erwiesene Gleichung
(2.cosx)0" = X
= cosmr + Ch . cos(m —2)a + C.cos(m — 4o +, . ..
nicht gilt, wenn » = = und m = 3 gesetzt wird; denn man hat alsdann
cos (m — 2k) x = cos (mm — 2kn) = cosmn

und cosz =coswg =— 1.
Die obige Cleichung wiirde demnach folgendes Resultat geben
ik T ¥
(— 2)F = cns-,-[1+ cr + ¢+ C,‘+..,,}
3 ¥ T T
T 1 L 3
— : T ==y —
_0053{1+1} 2.1:053
oder (— 1)¥ = cos ’r das wiirde aber nach dem oben bewiesenen zweiien

3
Hiilfssatze auf die offenbar unwahre Gleichung fiihren
T + isin 2 = c0S =
COS — 51 — = =T
3 T 3 3
Auch anderweitig Lisst sich leicht nachweisen, dass die Gleichung

1 ™

— livr= ¢ —
(— 1) cos 3
i

nicht richtig sein kann, da ja bekanntlich c0s 60° = cos 3
2 L3
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Dies gab Veranlassung zu wiederholten Versuchen, die alleemeine Giil-
tigkeit oder Ungiiltigkeit der Gleichungen
2, cosz)™ = X und 0 =Y nachzuweisen.
Lacroix bemerkt, dass anf demselben Wege, auf welchem Lagrange
seiner Differentialgleichung

o
dy
n":‘_ +m .y . tangr =0
durch dieses allgemeine Integral y = A . X geniigte, ihr auch durch y=B.Y,
folglich auch durch y = 4. X+ B .Y geniigt werde, dass aber dann der
= ¥ ] 5

merkwiirdige Umstand eintrete, dass, obgleich die Differentialgleichung nur
von der ersten Ordnung wire, doch ein Integral mit zwei willkiirlichen Cou-
stanten ihr geniige, was gegen die Principien der Integralrechuune ist. Es
muss also eine durch die Natur der Sache begriindete Abhingigkeit der bei-
den Constanten 4 und B stattfinden, so dass nur eine von beiden als will-
kiirlich angesehen werden kann. In der That scheint sich dies auch zu be-
stitigen, wenn man bemerkt, dass sowohl y = X als auch 4 =¥ der Diffe-
rentialgleichung geniigen, dass man daher zu gleicher Zeit hat:

dX y
s +m. X.langz = (

dyY 4
und —= +m. Y. langz =0,

woraus man durch Elimination von tang .z erhill:

X.dY—Y.dX =0 oder Ei}- = i“’—

welches integrirt giebt:
Y=C.Xoder X=0.Y,
s0 dass dadurch das Integral y = 4. X + B .Y iibergeht in
y=(4d+8.€C) . Xoderiny=(4.0D+4+ B).Y,

d. h y=E.X oder y=F.Y,
wo die Constanten % und F noch bestimmt werden miissen.
. b : 1 1
Fir # =0 also y =1 erhilt man aber E = TR e T wesshalb

das zweite Integral als hier unbrauchbar verworfen, das erste aber beibehal-

ten werden muss. Dieses liefert aber, und zwar fiir jeden Werth von m:
(2.cos8)™ = X und 0 =Y,

was auch Euler und Lagrange gefunden haben.
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Da also diese Gleichungen fiir # = = und m = % nicht richtig sind, so
glaubte man dieses als einzelne Ausnahme betrachten zu miissen, ebenso wie

ja auch der Taylor’sche Lehrsatz im Allgemeinen richtiz und doch in spe-

ciellen Fillen nicht anwendbar ist; allein der Taylor’sche Lehrsatz giebt
eigentlich nie ein unrichtiges, sondern bisweilen nur ein eben unbrauchbares
Resultat; hier aber sehen wir geradezu etwas Falsches. Daher muss dieser
Salz auch im Allgemeinen unrichtic sein, und in der That selzt man = + =
stall @, so miisste ¥ doch immer gleich 0 sein; dann wird aber
sin {{m — 2k (7w 4= ‘?.')$-= sin 1:;4:: + (m — 2;(').1‘}
= sinmmr . c08 (m — 2k)a 4+ cosmx . sin(m — 2k) x
und es wiirde ¥ also iibergehen in
sinmur . _‘i’f, . €08 (m — 2k)xr + cosmm . _‘:'C,E . 8in(m — 2k) x,

d. h. in X . sinmxr + ¥ . cosmm,
und weil nach der Annahme ¥ =0 ist und X'=(2.cos )™ in sinmr.(2. cosz)™,
so dass dann anch noch fiir jeden Werth von = und s sein miisste

sinmm . (2. cosa)™ = 0,
welche Gleichung offenbar nur daun fir jeden Werth von z richtig ist, so
lange m eine ganze Zahl ist.

Es muss also in allen vorhergehenden Beweisen an irgend einer Stelle
ein Fehler, ein falscher Schluss gemacht sein, welcher dann natiirlich das
falsche Resultat zur Folge gehabt hat.

Wir wollen diese Fehler jetzt aufsuchen und verbessern:

Euler hatte (2.cos0)" = X+{i¥Y

(2. cosr)m=X—7¥
und folgerte daraus durch Addition 2. (2. cosa)m =2. X
das ist aber nicht erlanbt, sondern man darf nur schliessen:
(2. cos)™+ (2 cosr)m =20, X,
weil man nicht weiss, ob (2. cosa)™ in beiden Fillen denselben Werth habe,
da es ja doch im Allgemeinen unendlich viele Werthe hat.

Etwas Aehnliches zeigt sich bei den beiden Werthen einer quadratischen
Gleichung. Aus 2® — 2ar 4 b = 0 erhiilt man die beiden Wurzeln

r=a-+ -{}:Tﬂ

r=a— \fu"’ =
Wollte man hieraus ableiten 2r = 2a oder = = a, so ist das falsch; wihrend
es wohl erlaubt ist zu sagen x 4 r = 2z unter der Bedentung: die Summe




beider Werthe von a ist 2a, die beiden Werthe von = aber haben verschie-
denen Sinn,

Der obige Schluss ist aber nur richtig, wenn sm eine posilive ganze
Zahl ist.  Er bliche wohl auch noch fiir ein negalives ganzes s richtig, wenn
nur die Reihen X und ¥ zngleich einen Werth hittten, d. h. wenn sie con-
vergirlen,

Was ferner die indireclie Methode des Lagrange anbetrifit, so ist sie
jederzeit gefahrvoll; denn man kann niemals sicher sein, ob die gewihlie
Form die allgemein giillige ist.  Wenn auch die Coéfficienten - Bestimmung
ein Resultat giebt, so darl dieses noch nicht die allgemeine Giilligkeit der
Form \'vrhiil'g'-r*u, weil, wenn die Reihe anch nur einem einzigen speciellen
Falle geniigt, die Co@flicienten Werthe darbielen miissen.

Der einfachste und directeste Weg, welcher zugleich das vollstindige
und allgemeine Resultat giebt, scheint folgender zu sein:

Wir erbalten aus dem oben bewiesenen dritten Hiilfssaize allgemein

cosx + ising = ¢ und cosr — isine = 7%,
worauns, da cosz und ¢sinr nur einen einzigen Werth haben, folgt:
2. cosxr = &% 4+ =% und 2, isine = i

e—i%  alsp

(.. cos2) = ZCa(eX)" 7. (e=1%)"
= 3Ck . ()™ 75
Es war aber ¢'* = cosa + isinx, also unter Anwendung des Moivre’ schen
Saizes
(c’-“)m-gk = cos(m — 2k)x + isin(m — 2k)x
und da alle Werthe der vorletzten Gleichung erhallen werden, wenn man

rechis + 2nz 4+ 2 statt & schreibt, so muss man das auch hier thun, und
erhilt also:

(€)™ = cos {Em — 2k) « (+ 207 + .r'J] + ésin {:‘.m — 2k « ( 2um + d‘)}
= C0S {i 2mnm + (m — 2k) r} - isin {i 2mnn + (m — 2)’;.':1:} :
Daraus ergiebt sich dann der Werth von
(2.co80)" = CF cos {i‘zmmr-l-{m—-ﬂ’) .1'} + X0 sin {‘j:f.immr 4+ (m—2k) .r} :
oder indem man cosinus und sinus der Summe anflist
(2.cosx)™ = X.cos(+ 2mnr)— Y.gin(-+2mnn) 47 {.lfsin(i%:m:r} + Y.cos(+H2mnn )} :
wo n= sowohl 0 als alle miglichen ganzen Zahlen hedeutet,



Man sieht leicht, wie diese Formel in die friihere
2.co8r)m=21X%
iibergeht, sobald s eine positive ganze Zahl ist, weil dann ¥ =0 wird.
Oder, wie es besser scheint, man sucht erst irgend einen Werth von (2.cosz)™m
und multiplicirt dann diesen mit
I = cos(+ 2mnx) + isin(+ 2mur).
Wir hatten 2. cosz = &% + g—ix
(2. cos o)™ = ICF . elm—2kjix
e —2Rix = ¢os (. — 2k)r + isin(m — 2k«
(2.co80)"= X+ ¥,
Das ist also nur ein specieller Werth; wir erhalten alle nur moglichen, wenu
wir die vorhin angedeutete Multiplication mit 1™ ausfiihren, das giebt dann
wie oben
(2.cos)™ = Xcos(+ 2mnx) — Y.sin(+2mnr)+i { Xsin(F2mnn) + Y.cos(F2mun )} -
Diese Gleichung bietet also die einzige allgemein giiltige Form der Entwick-
lung von (2. cosx)™ nach den cosinus und sinus der Vielfachen dar.
Wir miissen jetzt noch untersuchen, in welchen Fillen die Reihen X
und ¥ convergiren.
Da man weiss, dass die Summe der Glieder einer unendlichen Reile
nicht immer ein endliches Resullat giebt, wenn auch die Glieder der Reihe
bestitndig abnehmen, wie z. B.

[ e 23 xt
— 10;1,(1 -__I'j:'._g'—t——:a +—3—|——4——|—

welche fiir 2 = 1 giebt

1 1 1
—log0 =co=1 + 5 o At SR S

so. muss man also nur die Reihen convergent nennen, in welchen die Summen
von beliebigen Gliedern sich einer bestindigen Grenze nihern, niemals aber
unendlich werden. Es muss einen Werth geben, welchen die Reihe nicht
iibersteigt, oder zwei Werthe, zwischen welchen die Reihe liegt. Hierdurch
wird die Untersuchung iiber die Convergenz der Reihen in den meisten Fillen
eine hichst delikate; es mag daher nicht uuniitz sein, wenn hier Etwas iiber
diesen Gegenstand hinzugefiigt wird.

Zuerst sci folgende Reihe zu untersuchen:




m(m + 1) m (m + 1)(m + 23

SSRGS T i e T

=1-|-:HL}-;‘-{_m-I-l)—}-Z;{m+1}(1-1--Zi)+z-z(l+m'](l+z{](]+i};)+....
+ ’: [-_.l + ?H)(l -+ 2})(1 = h ?::] ERCE (l aF ?ET])

—aem(ie B+ D) (4 3)- o 4 D)

i 1)(m + 2)(m +_3'] 44 ....(m+ )
= ' 1028 %t ;
Fiir ein negalives = erhilt man
m(m—1) mim—1)(m—2) mim—1)-...(m—n+1)
B e T e [ T B0 s S s i o
! n—1(m—2)(m—38)vseu{m—n) ;A

= (— I S T o (e A e

e 1.2.3....n ( ) -
Schreibt man den Binominal- Coéfficienten anf folgende Weise:

i g o B

Y
50 sichi man leicht

mm 41 ....(m+ n—1)
][RR AR B R

m—n

N

1) fiir m =0 wird er = + 1.

2) So lange m positiv ist, mag es gross oder klein sein, so wird man
doch immer » so gross nehmen konmen, dass m — » negaliv ist; es wird
bei irgend einem dieser Faktoren ein Uebergang vom Posiliven zum Negali-
ven staitfinden. Das Produkt aller Fakloren, welche dem vorhergehen, mit
welchem der Uebergang staitfindet, sei P, das einen bestimmien endlichen
Werth hat.  Jeder folgende Faktor wird immer ein echter Bruch sein, ob-
gleich dieselben sich immer mehr der Einheit niihern, je grisser » wird, da
ja Zahler und Nenner stets um die Einheit wachsen. Es ist also fiir jedes
folgende », wenn man natiirlich iiberall vom Vorzeichen abstrahirt, Cr_, stets
kleiner als P: folglich wird der Werth CE_, nie unendlich, sondern er nimmt
immer noch ab, je grisser » wird, so lange nur m positiv ist.

Es convergirt also die Reihe
L= 0 O e in inf,
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ganz gewiss, so lange m positiv ist, wihrend sie fiir m = 0 der Einheit
gleich wird. Es ist aber

11— (-'|!-_ el U.I.l, Szt — U,:,s, ezt 4 L't'}, w2t vin inf = (1 — x)m
und desshalb der Werth der Reihe links, so lange sie convergirt, dem Wer-
the von (1 — =™ nothwendig gleich. Da sie nun convergirt fir z=1, so
lange m positiv bleibt, so ist ihr Werth dann auch immer = (1 — 1)™ = 0,
Es ist also die Summe von unendlich vielen Gliedern der Reihe

1 Y2 3
11— (’III =y (-"Iu i (’Jlt + (’III s AL
so lange m positiv ist, nothwendig = 0.

Dieselbe Reihe ist aber auch = (— 1)v. €y 4, wenn man = unendlich
gross nimmt, folglich immer
c;ll-—l =0,
wenn m positiv und 2 unendlich ist.
Fiir s = 1 und m negativ muss dagegen die Reihe
1 v | 4 N s
Pt iy el U st g il R et i itk
nothwendig divergiren; denn convergirte sie, d. h. hitte sie einen Werth, so
miisste ihr Werth zugleich der von (1 — z)™ sein, fir =1 und m negativ.
Es wird aber (1 — 1)» =c0, wenn m negaliv ist. Folglich muss die Reihe
"2 i 4 : : !
L Ottt il o s in inf. = C,,_4
nothwendig divergiren, so lange m wegaliv ist. Diese Reihe convergirt also,
Wwenn m p{;sa'n'z:_, de'rm'girf, wenit m m'g;aff't‘. wird g[ei'r.‘h. 1, wenn m = 0 ist.

Da nun aber aus dieser Reihe, wenn man — s stalt m setzt, sogleich
folgende hervorgeht

2
14 m+ = {T -‘:l}— it :_w{'m :- ?{I; 2] +....in inf

so ist klar, dass diese Reihe convergirt, wenn m negativ ist. Sefzt man ihre

Summe = S, so hat man

§—1 m+ 1 (m 1) (m +_.2) (m + 1) (m + 2) (m + 3) Bee -
S Sohe ST oE D sl 2.3.4 + -

Es convergirt also auch die Reihe 7', wenn nur m.negaliv, iibrigens noch
Fiir m = 0 wird sie aber divergirend, sie

s0 wenig von 0 verschieden ist.

geht dann iiber in :
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i

Dividirt man in der Reihe T das (» + 1)t Glied durch das =t®, so

1 1 £ gwli
1.,.1’+£+T+-§—|—-.--11111;1.:(.-'_

n ‘ . : :
erhilt man — L und da die Reihe T immer convergirt, so lange m ne-
n 4

galiv ist, so scheint jede Reihe zu convergiren, in welcher von irgend einem
H o ol I = 7
Gliede ab der Quotient des (r + 1)t*" Gliedes durch das ntt keiner als — -

¥ : 7t + 1
ist, wenn die Reihe auch lauter positive Glieder hat; so dass die Reihe U
gleichsam eine Grenze der Convergenz bildet, wenigstens fiir die Reihen, wel-
che lauter positive Glieder haben.

Wendet man dieses auf die Reihe

' 3 . a0
I + (,‘,',, + Cu+ 0y 4+ --- - in inf,
n—m - . L T]
an, so erhilt man — T O als Quotient des (m + 1)t* Gliedes durch das
i

ntt; es convergirl also diese Reihe immer, wenn m posiliv ist, und -zwar
nicht nur diese Reihe an sich, welche zuletzt (wenn sz positiv) immer Glieder
mit abwechselnden Zeichen haben wird, sondern anch dann moch, wenn man
alle Glieder positiv nimmt. Eine der vorigen ziemlich ihnliche Eniwicklung
ergiebt, dass unsere Reihe fiir ein negalives m nur dann convergiren wird,
wenn m = — 1 oder zwischen 0 md — 1 liegt, dass sie dagegen immer di-
vergirt, wenn m zwischen — 1 und — oo lieglt. Fassen wir das Gefundene
zusammerr, so ergiebt sich:

’ % " 3 4 . i
DiaReille 1.+ Co 4 C2+ G+ €2 ... in inf,
convergirt, selbst wenn alle Glieder positiv genommen werden, so lange m
positiv ist; sie convergirt auch dann noch, wenn m swischen 0 und — 1 liegt
(hier aber nicht mehr, wenn man alle ihre Glieder positiv nimmt); sie diver-
qirt dagegen immer, wenn m zwischen — 1 und — oo liegt,
In den obigen Reihen X und ¥ oder

Al / o | . h

20 = cos(m — 2F)x und ZCy - sin(m — 2k) x
werden alle Glieder, da cosinus und sinus < 1, kleiner oder gleich sein den

4 - e - k r i i e

gleichnamigen Gliedern in I€,;: es werden also dic Reihen X und ¥ in allen
Fillen convergiren, in welchen =€, convergirt, d. h. wenn m eine ganz be-
liebige aber positive Zahl ist. Fiir ein negatives m werden die Reilien X und
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Y im Allgemeinen divergiren, obgleich es bei speciellen Werthen von m und

x nicht unmiiglich wire, dass sie convergirten.

Wir haben also erhalten:

(2. cosa) = X . cos2mnr + Y sin2mnr + ¢ { Y cos 2Zman J'l'rsin2uut:e} s
i ! mim — 1)
wo X = cosme + m . cos(m — 2)x + = o cos(m — a4+ ....
: . ; = mim— 1) :
Y = sinmr 4+ m - sin(m — 2)x 4+ E < sinfm — 4 e 4+....

Um ebenso die allgemeine Potenz des sina zu erhalien, braucht man
nur £z — & statt o zo schreiben. Die dann gefundene Formel scheint mir aber
weniger zweckmitssig, als die, welche man auf demselben Wege findet, auf
welchem man die fiir die Potenz des cosinus gefunden.

Es ist niimlich

2.4.5in2 = e — g7
also (2.i.sinz)m = IC;f(— D)K. em=2k)ix
= 3(—1)k. €F . cos(m—2k) x4+ i3 (— 1)k, CX . sin(m —2h)x
=X +1i¥.
Dies ist ein specieller Werth, also ist der allgemeine

(2 . isina)" = i!_.l', +- ﬂr',} . {m)‘s 2mnx + ;'Si!l'zmmr}

=X, .cos 2Zmnrx + Y sin2max + .='{ ¥, cos2mnm + X sj:|2mnrz} ’
Ist m eine positive ganze Zahl, so geht diese Formel in die gewohnlich als
allcemein gegebene iiber:
(2.i.sina)" = Xj 4+ iX,,
Ist m eine gerade Zahl, so wird ¥; = 0 und man erhill dann

0]

(2. sing)n = in, X; = (— )% 3(— DE. Cg . cos (m — 2k)«,

Ist dagegen m ungerade, so wird X; = 0 und man erhilt dann
m+1

(2. sinrym =mH ¥ =(=1) * . 3(— Dk, Ck . sin(m — 20 r.

Fiir die Fille, in welchen die Reihen X und ¥ convergiren, mij%asen
sie einen bestimmten Werth haben; wir wollen diesen nun aufsuchen. Wenn

wir zunichst den Werth der Reihe
3 ®
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S0k . cos2r
bestimmen wollen, so finden wir, weil
2. c0s 2 = e*kxi - g7kx jgi:
2. 305 . cos2kr = ICL . ¢*¥xi 4 ICK | o7 7kx,
Es ist aber
(1 4 et2xiym — 3CX 2,
also 2. = '*:j . c0s2kzr = (1 + gxi)m 4 (] 4 g—2xi)m
= (1 + cos2z + isin2z)™ + (1 + cos2zr — isin2x)™
= (2. cosa)™. {{cns.:: + isinz)™ + (cosx — isin .r)'"}
=(2.cosz)™, {ms{2mr + 2)m 4 isin(@nr + 2)m + cos(2vw + x)m —fﬁ]lllzl'ﬂ—l-m)m} :

Zur Bestimmung des Werthes der Reihe
SCY . sin2kz
haben wir wieder wie vorhin
2,41, 8in2kr = e¥kxi — g—2kxi
und erhalten desshalb
A .= . s v K B Leae ~rk — i
2iSCy . sin2kr = IC . k¥l — 30y, ¢™2xi,
Oben war aber (1 4 ¢=2¥)m = 3CF . e22kx1 also
2i . 3Cy . sin2kz = (1 4 &xi)m — (1 4 g~2xi)m
= (1 + cos2z + isin2x)™ — (1 + cos2r — isin2z)™
= (2. cosx)n. {{cc-s;r + isina)™ — (cosz — i . sinz)™}
= (2. cosz)™, {c-os{2rm + z)m + isin(2nx 4 2)m — cos(Zvn+-x)m+ 551’11{2”!—{'.1":]?:!} 3

Nehmen wir nun an, was fiic unsern vorliegenden Zweck passend ist,
dass m positiv (iibrigens rational oder irrational) und = reell ist, so miissen
wir einen Unterschied machen zwischen dem Falle, wenn coss positiv, und
dem, wenn cosz negaliv ist.

1) Wenn cos® positiv ist, = also zwischen den Grenzen 2um — 3= und
2um + 3w liegt

In diesem Falle ist (2. cosa)™ jeder Zeit reell, und da die Reihe auf
der linken Seite einen endlichen reellen Werth hat, so miissen die imagini-



ren Glieder auf der rechten Seite verschwinden, es muss also z = » sein,
wodurch man erhilt:

=0y . cos2kr = (2. cosx)™ . cos(2nm 4+ 2)m

el =g d ) = «

20, . sin2kxr = (2, cosa)™ . sin(2ux + z)m.

Da nun die Reihen links nur einen Werth haben, so muss das » einen
bestimmten Werth haben, welchen wir aus einem speciellen Falle bestimmen
diirfen.

Fiir # = 2px wird aber

g lk 13 ) w\
=Cy =2m =2m  c0s2(n + p)om
0 =2", sin2(n + pu)mwm,
also » = — u, wenn r zwischen 2uw — ix und 2un + %z liegt.

Wir erhalten also:
kK
ZCp . 082k = (2. cosz)™ . cos(— 2um + x)m
vk
:('m .
Multiplicirt man die erste Gleichung mit cosmae, die zweite mit sinmz und
addirt; sodann die erste mit sinme und die zweile mit cosma und subtra-
hirt, so erhiilt man:
=y K \ i 'y
=0, . cos(m — 2k)x = (2. cosa)™ . cos2umm

sin2kr = (2, cosx)™ . sin(— 2uw 4 &) m.

3CE . sintm — 2k)x = (2. cosz)™ . sin2umm.
2) Wenn cosx negativ ist, x also zwischen den Grenzen (2p + %)= und
(2p + 2)x liegt.
In diesem Falle geht (2. cos )™ iiber in
[2. cosa]™ . (cosmm + isinmm),
wenn man durch [2.cosz]™ das bezeichnet, dass cosx absolut, nicht mit
dem negativen Zeichen genommen werden soll.

2., cosx]m. (— 1)™ oder in

Da nach der Multiplication auf der rechten Seite das Imagindre ver-
schwinden muss, so wird v =z 4 1, und man erhilt also

- J,E . €08 2kx = [2 . cosz]™. cos {{2.’.’ + i + J,‘} 1
SCE | sin2kzr = [2. cosx]™. sin 1(2:1 + )n + .rg m.
Stellt man dieselben Betrachtungen wie vorhin an, und grebt dem = den
speciellen Werlh (2¢ + 1)z, so erhilt man




3ck . cos2kr = [2. cosx]™ . cos {--— 2+ x4+ t; m

=0y . sin2kr = [2 . cosz]™. sin {-— P+ r + J} m.

Durch dieselbe Multiplication wie vorhin ergiebt sich dann schliesslich
ICY . cos(m — 2kyxr = [2. cosz]™ . cos (2 + 1)am

sin(2p + 1)mwm.

Ly : ’
ICs . sin(m — 20z =[2.cosx]™.
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