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Theovie der endlichen juntmivbaven Neibhen.

Die Lebrbiicher der Wvithmetit behandveln von den endlichen Junmmicbaven Reiben
in ber Jegel nur die avithmetijden Meiben evfter Drdnung und bdie geometrifdhe Heibe;
gebent fie weiter, ol e gewohnlid) der Fall ift, fo nehmen fie nod) dic fiquricten
Bablen, die avithmetijhen Neiben Hohever Ordmungen und bdie '.115.‘11:t1st('n;_*,L"ftl;\ﬂ' Meibe
auf, indem ntan unfer dicfer Vejeidhmung eine geometvifche Meibe verftebt, Deren eint
selnen. Olicdernt Coefficienten beigeaeben find, welde fitv fid) wiever eine arvithmetijche
NReihe bilben. Jebe diefer NReiben wird nadh einer ibrer befonderen Natur angemefjenen
Methode junmivt. giebt aber eine Methode, welhe nidht nuv alle genannten Reiben
in berfelben MWeife jummiven lebrt, jondern aud den Blict auf alle endlichen jummirba
ren Meiben ervdffuct. Diefe Methobe ift nicht new, dod Degequet mant ibr jebr jelten
in den mathematifhen TWerfen. Cine auf Ddiefe Miethode gequitnbete Theovie iviivve
bt pent Vortheil bieten,
s diben, ald aud

aufer der veidhent Anwendbarkeit ihrer Refultate fiiv ven linter
ded Swmmirungdiymbo

nicht fowobl Den Sditler im Gebraud
pen BlicE defjelbert von einzelnen Beifpiclen auf ein  allgemeined Gebiet ju eriveiten.

Die nadfolaenden Bldtter jollen eine jolche Theorie enthalten, iiber welde Dem Ver-

Faffer nicht befannt qeworden ift, dafs fie jonjt jchon in diefem UWmiange aufgejrelt ift.

i, Das Bildungsacict der endlidien jummirbaven Neihen.

& 1. Die RNetbe. Nuter einer Reibe verftebt man in der Avithmetit cine
qeordriete  Sujanumenftellung von Jablen, twelde nad) einem gemeinichaftliden Gejes
gebilbet find. Jede diefer Jablen Deift ein Glicd Dev MReibe, unb die Jabl, welde
die Stellung eined Gliedes in dev Meibe angiebt, heipt dev Jnder Dasg

] i

= ) er :
Der Meibe ift der avithmefijcdhe Aus-

e Des @iliedes.
allgemeine Glied ber Neihe oder bas Gejeh j

bruct, mweldher angiebt, wic dev MWerth jeded Glices aus feinem Snber gefunbden et
pen famr. St die Mnsalhl ver aufeinanderfolgenven Glieder eine enbliche, 1o Beift die

Reibe feldft eine endlidhe Reihe, tm anderen Falle eime u nenblidye Reihe. Ldpt

fidh die Summe einer enbdlichert Neibe i der Art angeben, daf die Abbheingigteit diejer

Summe von der nzabl Dder Gliecver in einem avithmetijchen usdruct exjdeint, o

heift dic Meibe eine jummirbave Meibe. Jjt eine cubliche Neihe fummicbar unod

foird ihre Summe et unendlicher Fortiegung dev HRethe midy felbjt wunendlich, o Laft
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jich audh die Summe dev unendlichen NReibe angeben, bemn die unendliche Meibe ift

e ein befonderer Fall dev endlichen Neibe.  Aus diejem Grunve fann man nidht evivar:
ten, Dap eine Reibe, deven Summe angebbar ift, wenn fie unenblidy lang genommen
wird, aud ald enblidhe Reibe fummirbar fein 1icd.

8 2. Die Funftion. Nuter Funftion einer unbeflimmten Zabl x verfieht
man einen avithmetifchen Ausbrud, in tweldem bad unbeftimmic Sablzeichen x vor-
fonumt und defjent Werth bebingt wird durd) den befonberen Werth, fweldhen man dem
Betdient x Dbeilegt. Deraleichen Fumftionen pilegt man durd) die Symbole £, Fx, g,
Wy u. bergl. su beeichmen. Sjt £y irgend eine gegebene Funftion, fo beseidhnen bie
Sormen fe_y, £, f, Dicjenigen FWerthe dicjer Funftion, die man exbdlt, wenn man
x—1 ober n ober O an bie Stelle von x in Der gegebenen Funftion jekt. Die
Babl x Deifit das Avgument ber Funftion, Die Funftion felbit Beift cine gange,
gebrochene ober irvationale, je nadbem dag Avgument mur mit pojitiven gangen Crpo:
nentent ober im Jenmer von Brithen oder unfer einem TWurselzeichen vorfommt.
fommt bad Arvqument im Potengerponenten vor over in logavithmijden ober gonio-
metrifchen Ausbriicten, fo heipt die Funftion trandcendent.

3. Dag Summirungdfymbol. Mt einem dev Detben Jeichen

> (f) o ober 25=1(f)
1

L/ e

iitd bie Summe derjenigen nGlieder einer MNeibe Dezeidhnet, die man erhdlt, fvenn
man in der Funftion f. an bie Stelle des Urgquments x der Reibe nadh bdie natiilidhen
Sablen vor 1 bis n fept. Jm Allgemeinen tverde unter der Vorausdjeung m <n durd
>(f) . ober Zx=m(fy)
m—=—1n i
bie Gumme bev Heihe begeidnet, die man erbdlt, wenn man i £ ftatt x der Reibe
nach die natitelichen Jablen vor m Bis n fept,

§ 4. Rednung mit .dem Summirungsfymbol ug der BVedeutung
pes Summirungsipmbols evgeben fid) fofort folgende Umformunggiormeln:

D F N B R R S R
1-2-n 1=—-n “l=t=n
2) E[_afx} x =a E{fsll x
1=

i 1—=—n

X

3) Elf\] x = E“J x -+ E(!ﬁs] x , enn m<n,
1-=mun 1 —2={y

- m —1) m——o
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Diefe brei Gleichungen dritden in fpmbolijder Form nidits weiter aus, ald die ein
facdjert Sage: 1) Daf in einer mebrglicdrigen Summe bdie Glicder beliebiq geordmet
foerden finnen; 2) daf eine Summe von Produften, welde einen gemeinjdaftlichen
Factor Daber, gleih bemt Probufte ded gemeinfbaftlichen Factors mit der Swmme der
nidht gemeinjdaftliden Factoven ift; und 3) baf jebe NReibe in zwet Meiben serfdllt,
et mart junddft die nfangSglieder b8 su einem Dejtimmten Glicde ujammen
nimmt und jodann bie {ibrigen Glieder. Jn einem bejondeven Falle nimmt die Ddrifte
Gileichung die Form:
'“ Elr I x El]l x -+ r-;[ an.
z —(n—1)
§ 5. Das ‘1*![ bungsgefjey Der CltDLict_ﬁcu jfummirbaren Reibhen
1) G8ift gans allgemein; = (fx —f, . o

ix—-1] =x =T -
s L =

Beweid Die Ridtigleit diefer cigentlih nur tautologiihen Gleidung erhellt
jorovt, wenn man bie linfe Seite ifrer fombolijchen Form enttleivet. Diejelbe erfdheint

pann in folgender Gejtalt:
(ff — )+ —1f)+ & —£) o + (fimy —fuss) + (fa — fua)
Da jever Sublvahendus eines fpdteren Glieded {idh mit dem “ﬂ linuendus bes vorher-
gebenden aufhebt, fo ergiebt fih als Summe der ganzen Meibe der Werth £, — £,
Wil man die Cntwidelung der obigen Fovmel nadiveifen, fo beadyte man, dap
Die allgemeine Funftion £, nur dann bie Summe einer Reibe vor n Gliebern bavftellen
famnt, toennt ibr Werth fiiv n = O verjdivindet, denm bie Summe einer Reihe von
OGliedern mup jelbjt gleich) MNull fein. Hat nun f, diefe Gigenidaft nidt, jo findet
fidy diefe Cigenjdhaft doch bei f, — 1".3_ ru[L]tL-.“I) fann jeber usbrud von blcm Form
Die Summe einer n-gliedrigen Reibe fein. Veseichnen wiv mit ¢ dad allgemeine Glicd
bicjer Neibe, fo ijt
>lex) o =8 —1.
Nebmen foiv dicfe Neibe nur vom erften big (n—1)ten Gliede, jo haben wic
E(‘ij x =ha—%.
“I===(n—1}
Subteabiven foiv Deibe Gleidungen, fo folgt:
n = ].‘“ — fll" 1 :
ober, wenn x an Dic Stelle von n gejest witd:
P, =1, — L.
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Die Subftitution bdiejes Werthes in die obige Gleichung giebt:

i — ) . =1, —,.
1 n
2) Sn abnlidher Avt fann man beweifen, daf
g s )il S ey

Bt

Lo
Shp—tail s —fa L f, — f,.
3) Gang allgemein exbdlt man, wenn audy r eine pofitive ganze Rabl ijt:

> (fetret — femt) = fuprs + faprg oo 4 fo = + fis + = £).

8 6. Folgerung Aus der Allgemeinbeit ver in § 5 aufgeftellten Gleichung
folgt nun fofoct:

G jeder endlidhen fummivbarven Meibe mup id dasd allgemeine
Glied alg bie Differeni jweier 'gleidartigen Funftionen, deven all:
gemeine Argumente um die Einbeit odber jonft um eine gange 3Fabhl
unteridgienen jind, darjtellen lajjen.

Jjt vad allgemeine Glied ¢ gegeben, fo ift die Meibe jummirbar und die Summe
jofort angebbar, wenn man ¢ in die Form f, — fi; ober fg. — £ umformen
Fann.  Diefe Umformung it micht immer moglich, und wo fie moglich ift, meift ehroer
aufyufinven, {o baf die Summirung in biefer Weife meift auf ein Probiven binausgliefe.
Geht man aber von dev Funftion f; aug, jo ergiedt fich dad allgemeine Glicd ¢ Dex
pann ftetd jummivbaven Reibe febr leicht, aus welder ficdh mit Hiilfe ber Regelnin
§ 4 oft andere Refben ableiten laffen. Fithet man fie fo der Neibe nad) bdie ver-
jhiedenen Funttionen eirt, jo evhalt man davaus die entfprechenden fummirbaren Reiben.

2. Summirung dev Werthe ganjer Funftionen.
§ 7. Botenjreihen. Um abjufitgen, wollen wiz das Jeichen S (1)
P L v ¢ . 7 \ i :ﬂ
o | |
unter der LVoraudfegung, dap die Swmmirung fiie die Werthe von 1 bié n vovgenom-
men foird, finjtig = (f;) fdreiben. Oiernad) jdhreibt fidh bie Gleichung bes & 5 in
folgender IWeife:
= lf\: o llx 1) = 1.-.-‘ e j||-

Diele Gleicdhung liegt den folgenden Cntwidelungen ju Grunbe.
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