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Die Subftitution bdiejes Werthes in die obige Gleichung giebt:

i — ) . =1, —,.
1 n
2) Sn abnlidher Avt fann man beweifen, daf
g s )il S ey

Bt

Lo
Shp—tail s —fa L f, — f,.
3) Gang allgemein exbdlt man, wenn audy r eine pofitive ganze Rabl ijt:

> (fetret — femt) = fuprs + faprg oo 4 fo = + fis + = £).

8 6. Folgerung Aus der Allgemeinbeit ver in § 5 aufgeftellten Gleichung
folgt nun fofoct:

G jeder endlidhen fummivbarven Meibe mup id dasd allgemeine
Glied alg bie Differeni jweier 'gleidartigen Funftionen, deven all:
gemeine Argumente um die Einbeit odber jonft um eine gange 3Fabhl
unteridgienen jind, darjtellen lajjen.

Jjt vad allgemeine Glied ¢ gegeben, fo ift die Meibe jummirbar und die Summe
jofort angebbar, wenn man ¢ in die Form f, — fi; ober fg. — £ umformen
Fann.  Diefe Umformung it micht immer moglich, und wo fie moglich ift, meift ehroer
aufyufinven, {o baf die Summirung in biefer Weife meift auf ein Probiven binausgliefe.
Geht man aber von dev Funftion f; aug, jo ergiedt fich dad allgemeine Glicd ¢ Dex
pann ftetd jummivbaven Reibe febr leicht, aus welder ficdh mit Hiilfe ber Regelnin
§ 4 oft andere Refben ableiten laffen. Fithet man fie fo der Neibe nad) bdie ver-
jhiedenen Funttionen eirt, jo evhalt man davaus die entfprechenden fummirbaren Reiben.

2. Summirung dev Werthe ganjer Funftionen.
§ 7. Botenjreihen. Um abjufitgen, wollen wiz das Jeichen S (1)
P L v ¢ . 7 \ i :ﬂ
o | |
unter der LVoraudfegung, dap die Swmmirung fiie die Werthe von 1 bié n vovgenom-
men foird, finjtig = (f;) fdreiben. Oiernad) jdhreibt fidh bie Gleichung bes & 5 in
folgender IWeife:
= lf\: o llx 1) = 1.-.-‘ e j||-

Diele Gleicdhung liegt den folgenden Cntwidelungen ju Grunbe.




1) Der einfachite Fall ift fx =x, dann it s —f 1 =x—(x—1) = 1,
und e3 folgt dann nady §. 5, 1
S =
= (1) Degeichnet cime NMeibe von n Giliedern, von Denen ein jedes qleich 1 ijt, ihre
Summe ijt alio n. I :

Sept man f. = ax, fo folgt = (a) = na.

2) o fo=x% fo ijt fx— i y=x*—(FE—1)*=2x—1, jolglidy jt:
=(2x ¥) =mn?2
Bebanbeln toiv die linfe Seite der Gleidhung nad) §. 4, 1, 2, o ijt
23(x) — =Z(1) =n? poer
n-+n n{n-+1) L e
)= — 5 ea it alip:
‘ nin-+41)
124844+ 40 =—7g—
: =% o it fi—f. = 58%x2--8x+1 aljn:
S(3x2—3x+1) =n? oder nad) § 4, 1. 2 ift
25" — 33(3)+Z(1)=n?,

Subftituirt man fiiv =(1) und =(x) die gefundenen Werthe, fo jolat

. - R 1 e o 2nd-+3n*-+n -
33(x%) =n*+3. = — = 5 —, aljo:
T nm+12n+1) T S
S = z—— . B8 it aljo:
-y t)

B . ., nm+1)(2n+41)
14224324424 fnP=—at———.

4) St £ = x4 o ijt fo—fo =d4xt—6x2-4dx—1, aljo;
Sf4xt—6x2fdx—1)=mn? dder
43 (xH—63(x*)+43(x)—Z(1) = o

Da 3(1), Z(x), S(x%) befanmte Werthe find, jo evgieht fich nach einiger Umformung:

n?(n+1)*
i ;

| 7]

(x%) Es ift alio:
; - = . n*(n<41)2
1';'2:‘—-:%" -;'-:l:'J = "'—-1]'!' = —I 4 — i

5) So fann man die Summen Dder hioheren Totengreiben finden, nachoem man ju-
b0t Die. Smmen der nicdrigeven Potenzveibent gefunden hat. €8 Lapt fich aber fitr Dieled

. = Yo

recurrivende Berfabren audy ein allgemeiner Ausovvucd aufftellen. €8 fet £




6

jo ift fi—fiq=x=—(x—1)=, @utivifelt man nacd) ver Dbinomijden NReibe und

beseidhnet man mit B, Dden rten BVinominalcoefficienten der mten Poteny, fo folgt
_Vl_::{:' R E_,\l:‘,\':"}‘- m—2F 1 -l!\ et Lo Ly e o [T i{l_' ¥ H—r ”[ — o,

folglidy ift

T B L N W11
S(xo-1) = [0 4B S(xm-2) — B I(xm—8) e 4 (— 1B, I(xmor).e]: B
Seft man bier beifpielsiveife m = 5, jo folgt:
F(xt) = [0+ 102 (xY —10Z(x3) + 5 3(x) — Z(1)]:5,

per nady audgefithrier Subjtitution:
(n+1Y2n+1)(3n2+-3n—1) oAt
oo o) ]. = @3 ift aljo:

S ] ; nn+1)2n+1)(3n®4+-3n—1)
1 +24 L3444 ... L n == ST T

6) Gine nod) braud)bavere allgemeine Formel exhilt man, wenn man die Gleidung

o —tx ) =G+ Hh—f —1§
a Grunde legt.  Seit man £y = ¥ unb entiicdelt (x4 1™ — (x—1)™ nach dem bino-

mijchen Yebrjate, o folgt

23[B xm—1 L B xm -8y PUxmd ] = (n 1) 4w —1

folglidy ift
: g e P ey T e m
S(xe—1) = [(n4 1) 4-nm—1] —'.?El.l I(xm—8) 2B I(xu—5)—...]: 25, .
Dieje Formel giebt filr n = 5 bie NRednung
J(xY) = [(n+1)*+n°"—1—20Z(x*)— 2.2(1)] : 10.

Die weitere Ausfithrung fiihrt su dem jhon oben angegebenen NRefultat.

7) Man fann auf die Summivung dev allgemeinen Potengreibe nody ein aligemeine-
1e8 Verfahren anmwenden.  Eniwidelt man in bem vorbin fiix (n4 1) 4+ 1™ —1 aujge-
jellten Ausdrud die Pofeny (n+ 1)™ nad) der Binominaleeibe, o ijt:

29, S (x-1)4-29." I (xm-8) 429" S(xm-5)+ ... =

. LT T e m : il 1
2pm o &’: nw ] I -l.‘ I|]!.'. 2 I_}‘I'_!':_II e 3 NE _-BJ nm—4

I 1 og™
). 1L T . b e & St ) |

Pa die linfe Seite diefer Gleidung, wenn fie entwickelt ift, mit der vechten Seite
wentijc werben muf, jo folgt, daf 20 bas erfe Glied bder Cntwidelung von
= M ST e ] i . = e I i otk
2B, (xm—1) fetn muf, und da bag erjte Glicd der Entwidelung von 2B I (xm-3)

AR & 3 £t w T m o . . ~rei
nidjt hiber als n=-% fein fann, fo ijt B, n=—1, das sweite Glied unferer rediten Seite,




. " Y -y . . - | 1 5 + I o “ -
bag stoeite Glied der Cntiidelung von 2B, Z(x»');dbamun B, =m ift, fo folgt
fitv Die erften el Glieder der Gniwidelung von I(xm—1):

=1 = S i
- m

die fpdteven Glieder vom britten ab fjind juv Jeit nod) unbeftinumt. Hievaus folat
mi weiter:

: ]II::"." l
(8 = — + = nBd 4.
m—2 2
; o= 1 - ;s
w m ¥ : )
=z = + =1 - ) [ e
m—4 2
: by 2, Rt 1 By 9 e K NTh 1 4
Das siveite Glied der Entividelung von 2B Z(x=-%) ijt demnad) 2B, . 5 M =

g

B =% ynd hebt fidh mit bem 4. Gliede ber rechten Seite; da nmunm auf der vedyten
Seite die Poteny n™— nicht weiter vorfommt, jo famn fie aud) dev [infen ESeite nicht
feiter vorfommen, 0. b in der Gnowidelung von Z(x™-1) feblt bdie YPofeny n™—?

Ghenip feblt audy in bev Gntividelung von Z(x==%) die Pofen; n=—5 Tasd jweife
. . e ST s B | 1 . 1 == .
@lied ber Cntmidelung von 2B, I(x™—2%) it 2B, . 5 0% =B, 0™ und hebt

fich mit dem fechjten Glicde ber vedhten Seite, und ba jonjt bhier bag Glied n=—5 fich
nidht vorfinet, To fann e fidh audh nidt in der Entwidelung von Z(xm-1) porfinden.
S biefer Axt folgert man weiter, dap in Ddicjer Entwvidelung audy die Glicver n=—,
-2 qnidt vorfommen Ednnen,
Diele CEntividelung bHat alio die Fovm:
n™ 1 -

1 5 D01 48y o NV %4 By BP0 - A
1 =

Diefe Neibe jdlieht ab mit a,n? ober an, jenachdem m eine gevabe Dpber ungerade

nm

_g nn—8

bl fit. Die Coefficienten f-z, An—g - jind e Jeit nr&:Iunbchimmi.

gir (eqen mun biefe Foem zu Grunde und jepen allgemenn

fy = ;'t:._[ gBdg axmllg, ogm=d Lg. gxm=d g, XU Ag ..
Gniticfeln iy nun mit Hiilfe der Binominalveibe den Jusvrud £, — fi—1, o folgt
aus unjever allgemeinen Summirungsformel:

hied 1 m—1 u 8
: b N - %
= '\111 . T ]'—|\\B,. ﬁnl_ﬂ%: B g J XN dm = \"".' a d'
i )
A _m—1 o T—2 m =4 | suss
-—I::EH 'clm—ﬁ Am--1 T kx‘:.'_ Am—2— 1]'l J X . I
= Ay N4 -1 O™ e L pm—2 - dm—8 i e T L




— . B p— e———
. - T N e R o - e S

socud unter Dem Summengeichen auf dev linfen Seite gleidy xm—1,
. 8, gevabe 0 viel Gleichmgen,

Seht man den Au
fo folgen sur Beftimmung der Coefficienten aw, a,

1
ald Unbefannte da jind. Die erfte Gleichung ift d‘,l = 1, bie itbrigen Gileichungen
evbalt mar, wemn man ben Jnbalt jeder vumben Stlamumer der Null gleidy jebt. Da
11“.'1' aber fhon wifien, Daf filr Z(xw=-1) bie Coefficienten an—g, Aw—s, Am—7 ...
pevichivinben, o farr man fie aus diefen BVeftimmumasgleidungen weglafjen und man
febt Dann aus diejen Gleichungen nur jo viele hevaus, aols ndthig find, wnd joav

winnt man dazu die einfacdjten.  Diefe Bejtimmungsgleidhungen find demnad):

1
B o, =1
i m—1
B, ap — A An—1 v
B a 14 R O e T ]
e oy o 0
15 e 45 1 dm—3 Lo H
]\ —1 \ 2 9 i g
L A —— A i Jim ? iy —8 24 u '_-‘\| B ==l
Die allaemeine Forne dicfer Gleichungen von der dritten ab ijt:
y L g1 4 - A T At
Boorg bn— Bz A1+ Vory dn—2 1 Vo3 By =7+ B 8p—s, = 0,

Das allaemeine Glied diefer Neibe vom britten ab ijt:
T —23
‘b_.:. aed1 B —0s.
Der Coeffictent Ded lehten Glicoed m—2r ijt Foctor aller vorbergehenden

Goefficienten: theilt man die gange Gleichung durd) ihn, jo exhdlt man :

1m—1 ’ ‘1;: |

]
ity "'1'.:' s

Nun folat aud e

Subftituivt man bievaus den Werth




in bad allgemeine Glied dev lepten Meibe, o geht biefes ither in

9 T ar ?
ijg_r__ﬂj O % B — 24 f

2r—2841 * P
gL ',Bi.-i

unb ba

jev Form jdhreiben:
ar,
“ 5 B . a‘m—'.’ﬁ_

S gleicher Weife evgiebt fidh, dap

L ift, fo ldBt fid) biejes allgemeine ®lied aud) it bie-

Macht man von bdiefen Umfor=

mungent Gebraud), fo geht die allgemeine Form der Veftimmungdgleidungen von dev

priftent ab ftbex in:

m m m oI
;Ij rim %ﬁr Ay —1 %2: }B! ﬂ.,,-,_g
) - TE e .:)_ =] _.|l]I
2r+1 -’Blln = B,
m ., 2r =
LB By B
= 2 q%ul

m o 2r
B J‘ - ‘lru &

= e R

T
I

'l:_' dy—gr = l.}-

iy . ' - - 3 ¢ =T I ' '
e Glicder der Reibe mit Ausnahme bed legten Dhaben den Faftor B,. gemein, bi-
pidiven wit bie E‘i[eitfjung burd) denfelben, o finben wir jur vecurrvirenden BVejtimmung

ped Quotienten — lim pie Gleidhung:
g_

i ar
am_vr ST 't_Lj_u___ _}_ Bm—1 - Bl_ : ;I'L‘_:._:g' = Q}u ; ﬂ‘L_..i..
T 31_1 m 2 m T o™
%1’1‘ ?131 5‘8-}_ -B{
28—1 2r
Bye | Bumzs Byr s | m—srts
T . m T }..-__ m *
“B -'Blg alr l) 5 Y
Die erftert beiden Veftimmungsgleihungert lefern file an und an—; die befanten
MWevthe :
Tt US|
B et 2

o
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10
Sesiert it dicje Werthe ein, giehen die cxften beiben Glicber der vedpen Seite jufoms
men wnd multipliciven dann die ganze Gleidhung mit m, jo folgt:

2r I i
M Am—2r 2r—1 B, (m A g) B, (ma, ")
B o e Bt e . - 5 —_— e e - i
i a9r L 1) 9 | m 4 ( m
Bs, - : OO . ey
. A2 r
(nmn-.-.:-.\ B (mzlm-- z\
= LAl e e e : O =
\. By J 2(r=1) \ Bar_p .vJ
e = m &y,—2 M Ay M am—g M am—or _, : =
Die Quotenten ——w 7 ——w | ~om ¢ T o jtd unter bem Namen bey
B, B, B, B,

Bernoullifdhen Sahlen befannt, begeichnen wiv fie dev Kiivse wegen mit B, , By, B ...
B., fo bat fih uns aljo aur vecurvivenben Beftimmung der Bernoullijdhen Jablen
folgende Gleidhung ergeben:

ol L B B b il
B. = _f_‘}._,_l — 5 B, — B, — =By .- — = e
2(2r+1) 2 4 § 2r++1)
Get man fiiv r ber Neihe nad) die Werthe 1, 2, 3, 4 ... ein, fo erhdlt man
nadh einanber:
1
Bi=w
s rdeae ol oL
B, = 2.5 2 Byie= 30
3] 4] 20 5 1 [
B":Q.T’ = 2B‘_IB‘*=H s=aslanSrR
7 8 b6 By« g SIS e i)
Bomgp—gli-aghise T B T 0 T
9 10 120 252 120 9. R YD
By = T By~ B, — 6 e =8 By T T L=l 2 66

Sind bie Bernoullijdhen Bablen gefunben, o folgen bie Coefficienten fiix bie Summe
per allgemeinten Potengreibe fofort; e ijt

Q‘iu .‘l,rv.'.--— 1
Amiy = LB — S B,

0
g == —S20 T8 R

m 4




11
m. m=—1
a Q{_’ B 3, B
bt e S T o R 3
anl 1
B;. . B, g
Bugr = or B
e iy \H‘h; Q) m
2Bty = - - = ar e 8 B, nm—2 + 4 B, pm—4
) m 2 m m R
n® ]]1:;-—1 ."ESI“_I :‘B”I'-I
= e e e B S T S
m 2 2 B! A

Die Neibe fdlicht entweder mit n? ober n.*)

Selit man bier nad) einander filr m die Werthe 6, 7, 8 .., o folgt:

n® . n®  bnt Bnt  n*nA4 1% (2n!-42n—1)

B T g o i Yt e o P

= 5]} 2 ]"_f (510} 3.4

(%) — n? onl=ran n® | n _ nn41)2n4+1)(Bn*+ 607 —3n+41)

A gL T T 6 ' 42 6. T T Y
- n? nd [ T 1 n?(n-4-1)%3n*4-6n*—n?

N e e e B 4 et B et o

@) = ta Tigllssyig gl = 2.3 4

8) Handelt ¢3 fidh nidht wm Summirung einfacher Potenjreiben, jondern ijt bad
allgeneine Gilien eine beliebige laanze Funftion ped Juder, fo fawn man biefe ent
wedet i thre Potemzalieber aufldfen jund bann glichweife fummiven, ober man wei-
bet Die it voviger Mummer gebraudte Methobe ber unbeftimmtent Coeffictenten an
und Deachtet dabet die bet dew Potengreiben gemacdhte Grjahrung, daf ber Grab bes
Summenausdeuds wm eine Ginbett hiober ift, ald ber Giyab ded allgemeinen Glicdes.
Soll 3. B. S[(2x—1)(3x —2) (4x—3)] gefunden werden, fo famn man in folgenber
et vedne:
3[(2x—1) (3x —2) (4x — 3)] = I (24x? — 46x* +29x —6) = 24 = (x°) — 46 =(x?

#) Sdon BVernonlli jeigte, baf aus biefer MNeibe, nadbenr ibre Form fefiftebt, cine Fovmel
st vecurvivenben Beftimmung ver Bernoullifhen Jablen abgeleitet werden fanm, Selit man mimlid
n =1, fo erbilt man
m—1 ..“m—l

bl
B = R e RS

& : ! b
Hier muf man entweber fle m eine ungevabe Zabl nebmen, ober im anberen Talle bad lefste Glied,
pad ber Poteny n® entjprechen twiivde, weglaffen. Selt man m=2r 4 1, jo gebt biefe Sleidung
ti bie oben felbftindbig abgeleitete diber.

e -

Lt

&) &
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+29 3(x)— 6 3(1). Fiiv die Potenzfummen fefe man dbannt die beFanmten AWerthe
ein. Die andere Rechnungsart geht von dev Meflerion aus, dbaf im gegebenen Falle
ber Summenougbrud vom 4. Grabe ift. Seht man

fy=a, x4, X% F 2, x84, X,
fo folgt:
3(f, —fo—y) = 3[4a,x°— (68, —3a5) %% 4 (48, — 38, + 28, )X — (a,—ay + 8, —a,)]
=an*+4a;n’4-a,n*4-a,n.

Pergleichen wir hier den Ausdbrud unter bem Summenzeichen mit bem gegebenen

allgemeinen Glicde der u fummivenbent Meibe, fo erhdlt man zur Beftimmung ber
untbeftinuten Coefficienten bie Gleidungen:
4a, = 24
6a, —3a; = 46
4a, —3a; +2a;, = 29
A, — 8y +8; — 8 = 6.
P : o 10 b b T
Hieraus folgth a, = 6, ag = — gl =— g 4= aljo ift
10 b H
=6n*— 51— zn*——n
3 2 6
— n(36 n°—20n*—15n+4 b)
B
9) Die Potengreiben, unendlidh lang gedadht, geben eine unendlid) grofe

Sunute, aber bagd Berhdltnih der Swumme einer Potenjreihe 3u bev wm eins hohe-
ren Poteny bes lehten Jnder geht einem fehr cinfaden Grengwerthe entgeqen, wenn
n opne Ende wadyjt. Dividivt man den vorhin filr 37 (x»—1) gefundenen Werth durdy
n™ und it dann n bi§ oo wadijen, fo verfdwinden sulest die jpiteven Glicder des
Gummenwerthed, dba fie n im Nenner enthalten, und 8 bleibt

A o |
n= n=os m
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29 _ A
e ]
E{XU} 3 1 Wi
=X 5 i ]

§ 8 Urithmetifde Heihen 1) Wir wollen bad BProbuft der k aufein-
anberfolgenben Bablen x, x+1, x4+2, .- x+k—1 ber Riirge wegen mit xkL
begeichnen und bad Produft bder Jablen 1, 2, 3, -~k mit k! Sn Ucbereinftim:
mung bamit wiirbe x*—* basd Produfi bet k Jahlet x, x—1, x—2, ... x—k+1
begeichnen; allgemein wollen wiv mit a*® dad Broduft der k Faftoren a, a+b, a-2b,
a+3b, -- a-+(k—1)b beseichmen, ‘wvon demen a dev exfte, jeber folgendbe aber um
b grofer al8 ber vorhergehenbde ift. Sehent wiv nun £ = &7 10 it Gy ="
xk—119 ;
k—1)I

unbif — ey = E3 folgt aljo nach § 5, 1 fofort:

i xE—11 b \a-c 1
=\ ez~ m
Segen wiv ber Meibe nad) fiiv k die Werthe 1, 2, 3, -- und [fen babei die Abfitr-
jungsiymbole wieber auf, fo folat:

nft _ n(n4-1)
Er X) = 97 _"__2 7

[x(x+41)] v n(n4+1) 0% n@+1)(n+2)
{ EJ L8k d04c o3 S e S Bl S

n(n+41)(n+42) n(n41)(n+2)n+3)
5 B D 2. 3. 4

fie <+ 2 (n 4
1B AE 8B oy MET D A D)

gigsd
=1+ 1D){@+2)(n+3)(n+4)
= 2.3. 45
PR S = }.k—l-— (x— 1)1 x— 1)k
2) lstnmu}: \—I{-!—-, io ift fi—fry = —— R]'\" )_ LX k—]}' ;

aljo ijt:

> [{X(_k”kl ]_i] = lf,_—]- Sept man filv k bie Werthe 1, 2, 3, 4, fo folgt
=1l ]




CRA PN | e O T S ey = - >
14
= ! 2 2 . nin—1)
S(x—1) = 0+1+2434 -0 i(n—1)= o)
(x—1)(x—2) (m—1)(n—2) n(n—1)(n—2)
ST — 04-0FT 350 L =) cohonclt
P = & o
—1Nx—E—=8) e o == —3)
e a3 S = 0+04-04+144+--—— 3 rETrs
n(n—1)(n—2)(n—3)

2. 3. 4

3) Gine avithmetifhe Reibe erter Didmung ift eine Neibe, bei weldher die Dif-
fevenjen aufeinanberfolgenber Glicver gleid) find; etne arithmetije Meibe zweiter
Otonung ift cine Meibe, bei weldher bie Differensen aufetnanberfolgender Glicder
eine Meibe exfter Ovbnung bilbenw.  Ueberhaupt ift ecine avithmetijche MNeibhe k ter
Orbmung eine Neihe, bei welder bie Differenzen aufeinanberfolgenber Gilieber eine
avithmetijche Meihe (k— 1)ter Orbnung bilben. Dieje Reibe beift die erfie Differens-
veibe jener und bildet man von it wieder bie Differenjreihe, o heifit bieje bie zweite,
w1 F. Die Diffevenyreibe ciner avithmetijhen Reibe erjter Dronung befteht ausd
Anfangdalied ber Neibe und die Anfangsalicder aller Diffe-

A&

gleidhent Jablen. Das
vertzeifen find die Glemente ber Meihe. Uus diefer Definition folgt nurn, [daf

9a3 xte ®licd einer avithmetijden Meibe k ter Drdnung gleicd) it feinem Unfangs-
glicbe a, vermehrt um die Summe bder (x—1) erften (ilicber ber Diffevenyreibe.
Gs fest aljo die Bilbung des allgemeinen Glieves etner Reibe kfer Drdmmg bdie
Sunmirung der Reibe (k—1)ter Drbuung vovaus. Jjt a, dad Anjangdglied einer
Reibe erfter Drbmung und a, bas conftante Diffevenzalied, fo Hefern (x—1) Glicbex
ver Differenreibe die Summe (x—1)a, , aljo ift dag allgemeine Glied ber avithme-
tijchen Meihe erfter Ordnung:

a, 4 (x—1)a,.
Fiie bie Summe dev erjten nGlicder diejer Neibe erhalten wir jofort:
nn—1)

Say) oy 2(E—1)=n8+ —5— a

it a, jebt das Anfanasglicd ciner arithmetifchen Teibe sweiter Drbuung, find a,

und a, die Glemente b. §. Unfangdglicd und Diffeveny ber Diffevenzreihe, fo it bie

Summe ber (x—1) evften Glicder bdiejer Meihe nad) dev fo eben gefundenen Sunt-
u (x —1)(x—2) S SR ] i b

menformel (x —1)a, +-*——35 ‘ag; folglich it dasd allgemeine Glied diefer

Jeihe zweiter Dvonung:




ikt AR =1 me—a)e,
8 +(x—1)a, +—5—= a,.

Fiir bie Summe ber erfien n Glicher bdiejer Reihe evgiebt fih nad) den Summenfor-
meln bed vovigen Abjdnitts jofort:
<(m—1)(n—2)

ge=(ly g, Siy— 1) T Silo =/
- 1 \, 4 2 9

. ,1nm—1) S nmh—1)(n—2)

= Na, — — 5 e e _-) :' .

Jit @, bad nfamgdglied einer MNeibe 3. Orbnung, find a,, a,, a, bie Elemente der

Diffevensreibe, 9. §. die Unfangsglicder bder 3 Differensveihen, fo exhilt man in
dbnlidier Weife filr bad allgemeine Gilich:

e AN x—1E—2) , x—1Dx—2)(x—23)
dy T (X 1)a, + T = He T S T T aq

und ity die Summie dev erjten n Glicder:
b nc,ul)— 1) E _n_tn:-)i :I.['“"_':'{} e n(n— 1'1.(11 — _)1Lu_—_5| g
p 2.8 2.3 4 3
4) Dag Bilbungsgefes diefer Ausbdriide ift leidht erfidilih. Jft a, dbad An-
fangSglied einer avithmetijhen Neibe kter Orbnung, und find a,, a,, -+ 2 Ddie
Anfangsglicder der 1., 2. - .- k Diffevenzreibe, fo ift dbas allgeneine Glicd bdiefer
Jethe

i (x—1p-1 (x—1)—1
g+ (x—1)8, +—5—8, + Al

unb bie Summie ber n erften Glicder ft:

T L e lq L a s 1
A ey et s i b e e
ty T 21 1l 31 2 "I ‘ll i1 (]\.'i'. \r‘ : L_

5) Sede Teibe, deven allgemeineg Glicd durd) eine ganze Funftion jeines
Snber dargeftellt wird, ift cine avithmetijhe NMeihe, und die vorjtehende Entwidelung
sefat, Dafy bie Dronungszahl der Reibe mit ber Gradjahl ber Funition fibereinftimmt.
T bie Summe ber Methe su finden, muf man bie Clemente derfelbent fennen; um
biefe bei einer Meibe k. DOrdmung ju finden, muf man die (k1) crjten Glicoer
Dilben.

So bilben 3 B. bie Glicder ber wben gefunberten Summe I(2x —1)(3x — 2)
(4x — 3) einte avithmetijdhe Neibe dritter Orbnung. Die evjten vier Glicber find:

1, 60, 315, 910.

|

a S| o el

|
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Dievous evgeben fid) die exfen Glicber der Diffeverrethen
59 256 595
196 340
144.
@3 ift alfo a, =1, a, = 59, a, = 196, a; = 144, und bdic allgenteine Swmmen-
formel ber avithmettjchen NMeihen dritter Oromung giebt nun:

Z(2x—1)(3n —2)(4x—3)
n(n—1)n—2)(n— 3)

nn—1) . nn—1)(n—2) -
=n+4 ——a——= 094 ---L“-—z---{._s-——— . 196 4 — 93 4 144
e JU b b
= 0L ; n 12--11 T—b il

wie aud) oben gefunben wurde.
6) G giebt nod) cinige Arten von Productenreiben, die fidh leidht fummiven
Laffenn. Wian fese
f. = (a-+bx)Eb o ift
f, — £, = (a+bx)¥—[a+b(x—1)]" = bk (a+ bx)*—E.

Hievous folgt:

=(a+bx)stt = ﬁli [a-+bx)klb — aklb]

Beifpiele:
(a+b)(a+2b) + (a+2b)(a+3b) ----- + (a+nb)(a+ b+nb)
1

T [(a+ nb)*® — a®®]

=

1-834+83-545:T+4 - 2n—1)(2n+1) = t’ [(@n—1)** + 3]

1.-444.T+7-10+-(30—2)(3n+1)= },iu- — 288 - 8],

(a+b)(2a+1b)(3a+b) + (2a+b)(3a+b)(datb) + - + (natb)s*

= i : Sin . hils
-4 [(an-+b)* htia].
1.3.548.5:T+5-7-9 e + (2u—1)% = [20—1)%* + 15].
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B) 3t fx = (a-+bx)*  fo wenbe man bie Summitungsfornel aus § 5, 2
ait.  E3 it nun:

fer1 — fimt = [a+ D (x+ 1) — [a+b(x — 1)J#0 = 2bk[a+b(x + 1)1,
Aljo folgt nun:

g ; & i 1 ] Tyt E A o s :
= [il';"l] \ET ].._,"jk_l 0 = zl}E [E! -+ hi‘tl-l-]_ JIN"IJ - {i’l—!—])k JEZb — (A& ]'_!J'I"::IJ — g kb

Gept man a=—1 undb b =1, jo folgt:

Beifpiele:

1-34+2.-44+8.644.6 - +n(n+2) = |15 [n¥? 4 (n—1)% 1 3]

] o] . i, ; i g -
1-3-5+2-4.643.5-T+---un+2) (n+4) = = [0%2 4 (n —1)% 4 15]-
1.3.5.742.4:6:843-5-7T-9 - +n(n+2)(n+4)(n-+6)

L cooey Y6l 5]
— j_?j | —rku—lﬁ el lU«.)J'

6) Wil man bdiefen lepten Fall vevallgemeinern, fo fese man fo= (a4 bx)ked

und wenbe die Summirungsformel aud § 5, 3 an.  JNun ift
[a+bEx+r—1F =fa+b(x+1r— 1)Je—2e [a + b (x+ kr—1)]

[a+4b(x— 1)Kt = [a+b(x4+1r— 1)fe—tirb fa 4 b (x—1)], aljo ijt

frirg — foms = bkr[a+b (x4 r—1)ft0

Die Summirungsformel ausd §. 5, 3 giebt mun:

Sa+b(x4r—1)ftt = hll-ﬂ [a4+b (41 —1)* + [a+b(n +1r—2)fFr 4 .

+ (a4 bn)kid —[a+b(r— 1)¥° —[a+4b(r — 2)JF> .o — ak ebi].
Sept man hiex =1 undb a=1—r, fo folgt leicht:
¥ gkl — % [nkr 4 Eu 1}!:!1' e (n__?‘:lkgr fasintl (11——-1' + ljkr + (r — ]_)h-'-lir

4+ 2(r —2)kr 4 oo o (r—1) 151
3




Beifpiele:

S =1-44+25+3 -6+ +nu+3)= lir (13 4 (n—1 ) +(n— 298] + 2.
4

1 % 3
ST AraN Il £ = 3 & 1 415 Fy =g — =l | il
F) = 1474 288 ni s o [P - (=) (=20 Bk o

Alle diefe NMeihen laffen fich aucdh jummiren, inbem man fie nad) Angabe bes all-
gemeinen Gliedes in Pofenjveihen aufloft, odev indem wman die allgemeine Summiens
formel Der arithmetijdhen Meiben Doherer Dronung omwendet. Jum Theil werden
bie Summen dann einfader ausfallen, als bei bem juleht angemwanbdien BVerfabren.
Diefed bat aber bad Jntevefje fiix fid), daf dbie Jeibe ofme weitere Fwijdenvednung
fummirt werben fonnte.

8 9. Polygonalzahlen Polygonaljahlen find Rahlen, beven GEinbeiten,
ald SPunffe gebacdht, fid) itber bie Fldacdhe eines veaelmdhigen Vieleds gleihmakig
pertheilen laffen. Man fdhreitet von einer Polygonalahl zu der nddyften gleidhartigen
fort, inbem man Dbie Punftveihen yweier jujommenftofenben Seiten um je einen
Punft verlangert und bdbann bie itbrigen Seiten mit ber angemefjenen Sabl von Punt:
ten qusfiillt. Sind Fy und F,; swei m-feitige Polygonalzahlen mit besiiglich x und
x—1 Ginbeiten in der Seite und man 3dhlt die Punkte, die nur in Fy, aber nidht in
F.—; vovfommen, fo finbef man junddijt m—1 Edpuntte und bann in jeder ber m—2
nidht gemeinjdaftlichen Seiten nod) x —2 Puntte pwijden ben Eden. Es8 it demmnad

Fy—Fey=m—1+4+m—2)(x—2)=—m+3+m—2)x
Summirt man jwijden 1 und x, fo finbet man
Xx(x+1) __ x[(m—2)x—(m— 4)]

Fr= —(m—3)x+ (m—2) TR 2
Sefit man bier file m besiiglih 3, 4, 5, -+ jo exhalt man bie fpeciellen Lolygonalzahlen
Dreiedsgablen 1,3, 6,10, 15, 21 -... M:N;r“_
Dieredszahlen 1,4, 9, 16, 25, 36 - -+ - x
ginfedssablen 1, 5, 12, 22, 35, 51 x{.':i.\:-)—_l'i_
Sedisedszahlen 1, 6, 15, 28, 45, 66 - - - - x{‘-ﬂxl- L)
m-edgsahlen 1, m, 3(m—1), 2(3m—4), 5(2m—3), 3(bm—8) - .. K'L:‘]'u:?’i't_' et

Die Polygonalzahlen bilven arithmetifhe Neiben weiter Drbnung.
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§ 10. RKorperyablen 1) Sorpeczablen find Sablen, bdeven Ginbeiten, ald
Puntte gedadht, fid) gleidhmdbia ither den Raum cined gefebmiifigen Korpers vertheilen
[offert. Gewobnlich handelt man nuy von ben Pyramibalzahlen und von den Wiinfelsahlen.
Die Pyramidalzahlen erhidlt man durd) Swmmivung der Polygonalahlen. [t Py die

xte mfettige Pyramidalzahl und behalt F, ben Sinn bed vorigen Paragraphen, jo ift
P, = Z(Fy) -
l=-x

G2 it aljo, wenn wit die Swmmirung ywifdhen dbiefen Grengen nadh) § 8, 1 ausfithren:

S oy X(m4-1)]
Py =2[—(m—3) x+(m—2) ( ;'_ 2
T 5 it % L b - " AN 7 Y = = |
3 x(x41) XEAHIME42) xE4+Dm—2)x—(m—>5)
e T Y s N e e Sl 1
(m—3) 5 #+(m—2) 55 )
Fir m=3, 4, B .- m ethdlt man folgenbe Specialifiving:
o e (x4 1)(x4-2)
Dreijeitige P 3. 1, 4, 10, 20, 35 - fi—l =
e i - ; i x(x+1)(2x+ 1)
Bierfeitige B 8. 1, 5, 14, 30, 55 xL --,)--”—,§ B
P e x2 (x4 1)
wiinfieitige B.8. 1, 6, 18, 40, 75 .- R

m = jeitige P. 3.
x(x~+1) f(m — 2) x — (m—5)]
2 3 §

2) Um bdie forperzablen, welde anberen gefepmdapigen Korperformen entfpredien,
ju finben, beadhte man, baf man von einer jolden Sovperzohl jur nddftfolgenben
aleichartigen gelangt, inbem man bie bent SFldchent, welche an einer Gde ujammen-
jtofien, entjprechenden Punttgruppen um bie Punfte vermehet, welde ber Verlinge-
rung ber Sante um eine Ginbeit entfpredien, und dan die ben ithrigen Fldaden
entiprechenben Punktgruppen hingufiigt.  Wiv bejchrdnfen und hier dbavauf, einen all-
gemeinen gemeinjdaftlichen usprud filr bie RKovperyablen aufjuftellen, welde ven
tegelmafigen Sovperfornen entjpvechen. Der Rovper werbe von lmuter m-feitigen
Flicdhen begringt, und jebe €de fei pfantin; ev habe f Fladhen, k Kanten und
e Gden. 3t Ky die xte Rovperyabl biefer Foom und K, bie worhergeherde, fo
beftimmen wit sunddft bie Differeny Ko—K,—5. Bdhlen wiv bie Punfte, welde in
K mehr enthalten find al8 in K. ;, jo gehorven babin e—1 Punkte an ben bent

o

1m+41, 2(2m—1), 10(m—1), 5(4m—>5) -
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beibent Sorpern nidht gemeinjdhaftlichen Gden, auf jeder ber k—p nidht gemein-
fhaftlidhen RKanten x—2 zwifdhen dent Gen [iegende Punfte, alfo (x— 2)(k—p)
Kantenpuntie, und bann nod) auf f—p nidt gememjdaftlichen Flachen bdie inneren
Punite. Die m-feitige Polygonalzahl ift oben bejtimmi ju

x(n+41)
—

—(m—3)x+ (m—2)
auf dem Umfange biejed Polygons liegen m (x — 1) Punite, aljo bleiben auf jeder Flide
; x(n-4-1)

DX+ Mm—2) ——5—

£
1

m —(2m -

inneve Punfte iibrig. OHievnad ift

o | “ o X(x4-1)]
1+ (k—p) G—2)+ (f—p) | m— @m—3)x+ (m—2) > '

K;—K;, .=¢ ; \ ; ]
'\Jx (x4 1)
;) *

= 6—1—2(k—p)+m (f—p)+ [k—p— (2m- -3)(f—p)]x 4+ (m—2)(f—

: Z ' - . : o P Sl
Run folgt aus der Natur ber reguldren Polyeber, dah k= - ift, und mit Hiilfe
bes Guler'jhen Sapes iiber die Polyeber fann man aud) £ und e burd) m und p aus:
; A R 4p 4m = o
iifen; e8 ijt namlidh f= : o e = - ———.  Sekt man biefe
buitde st ;i 2m+42p—mp 2m+-2p —mp g “

Werthe ein, fo folgt:
2m—p(m—2)[3
2m - 2p —mp

(m—2)(p—2)] _ 2p(m—2)[(m

2)(p—2)—1]
- i S,
2m+- 2p —mp

Ki—EK=
p(p—2)(m—2)% x(x+1)
2p+-2m —mp 2

“

Sept man bier filr x nadh ber Neihe die Werthe 1, 2, 3 big x und fuwmmirt bdie

eingelnen TWerthe, fo erbilt man nacdh § 5 unb §. 8, 1

2m —p(m-—2)[3 — (m—2)(p—2)]
2m 4 2p—myp

_Zp(m—2)[(m—2)(p—2)—1] x(x+1) , pp—2)(m—2)* x(x+1)(x4-2)

=¥ A 2

2m+-2p—mp 2 ' Zm~+2p—mp = 2. 3

K;=

X

Died ijt ber allgemeinjte Ausbeud filr alle vegelmdfige Kovpersahlen. Sept
man m=3 und p=3, fo erhilt man die Tetracbersahl
m o XE+1D(E+2
T, = =2 +2),

ol




Sept man m = 4, p =3, fo erhilt man die Herachersahl:

X(x+1), o xE@+1)E+2)
A G e

H\=\—H =Yd,

Sest man m=3 und p =4, jo erhélt man die Detachersabl:

: X (X 2D x(2x241)
Or =x—4: el
o

=
Seht man m=>5 undb p=3, fo exhilt man die Dobefacdersalhl:

X(X41) cor X(X+1)(x+2)_ x(9x* —9x4-2)
% 5] H i B s E

D,=10x— 36 =
= 2, o 2
Sept man endli) m =3 und p=>5, jo erhilt man die Jfojnederzabhl:
. Cx(x+1), 1 SEFDE+2) x(Bx2—5342)
[ B 415 X(x+1)(x+2) x(bx 5x+2)
x 7] 9 3 9

€3 war ju erwatten, daf die Tetvacbersahlen mit, den breifeitigen Lyramibdal-
sahlen und bic Heracberzablen mit ben Kubitjahlen sujammeniallen witthen.  Die
itbrigen Sorperzablen vegelmdfiger RKovperformen fpecialifiven i in folgenber Avt:

Dctaevevsablen:! 1, 6, 19, 44, 85 146°.
Dobefaederzahlen: 1, 20, 84, 220, 455, 816. ..
Sfojaebersablen: 1, 12, 48, 124, 255, 456 . . .

3) WPan forn aud) die Kovpersahlen, bie anberen agefebmifinen Korperformen
entjprechen, aufjtellen, audy wdve e& ausfithrbar, die verwanbdien Sovperformen gemein-
fhaftlidhe Jabliorm aufjujtellent, wie e8 oben filr bie vegelmdBigen 'SKorperformen
gefhehen ift.  AWir gehen davauf bhier nidit ndber ein und bejdhranten uné nur auf
einen fpeciellen Fall.

TWerden bie Eden ecined vegelmdfigen Tetvacbers fo abgefdimitten, baf bdie
Sdnittflachen gleidfeitige Dreiede und bie Neftflachen aleidijeitiage SedhSece werben,
fo entftebt ein von 4 Dreteden und 4 SedySeden begrenzter Rorper mit 12 Gden
und 18 Sonten, an jeder Ece ftofien swei Sedhdede und ein Dreied aujanumen.  ES
follen bie bicfer Rovperform entfpredienben Kovpersablen beftimmt werben.

Haben jet Ke und K.y analoge Bedeutungen wie obent, o jeht fidh bie in
K, _ K. enthaltene Inzahl von Puntten jufammen 1) aud 11 nidt gemeinjamen
Gdpuntten, 2) aud ben (x—2) auf jever der 15 nidit gemeinfamen SRanten [egen:
pen tmateren Punfren und 3) aud ben inneren Puntten ber nidht gemeinjamen 3 Drei-
ece und 2 Sedisede. Die Babl der inmeven Punfte bed Dreieds ift

R e s
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X (x4 ] LoDy (mese JY R e e
= "-'\_-)-'—‘E-] —3(x—1)="—5— ", bic Des8 Bedsed ijt
£ (2x—1)—6(x—1)=(x—2) (2x—3). Denmad) ijt
fic Ly A (e
T T LAG v e o (X—2)IX L S e R Y
K:—EK,—1=11415(x—2) 4 3. RO +2(x—2) (2x—3)
1B i B i
=2 — 5 X+ 5xt
Durd) Summirung jwijden 1 und x folgt nad) Amwendung oben entwidelter
Formeln
_ o 13axm41) , Mx(o41@n41) x(11x*—3x=2)
K,—2x — - — ik e 7

Die Bahlen biejer Kovperform jnd aljo:
1,12, 44 108, 215, 376 ..
Nlle Rorpevzahlen bilben Meiben bdritter Drdnung.

3. Summirung dev Werihe von Grponentislfunitionen.

§ 11, Geometrijde Rethen.
1) Gept jman fr=-r=, jo ift f; — fiy = e —e* o= =1 (e—1)unb f, =1,
und unjere Houptformel aud § 5, 1 aiebt jofort

X [ex—1(e —1)] =e" —1, ‘ober

gt ]
= (px—1) — =i
\ / B—1

St a ein conjtanter Factor, fo ijt:

(en—1) L — phty
= (ae* ljr.r_i_l'f 1) i {1 @ J

T T

Gine MMeibe, deren Gejep aex— ift, heift eine geometrijhe Reibe im engeren
Sinne; e jind in ihr die Duotienten aufeinander folgendber Glicber einanber gleid.
JWiro bas (Gdefep Diefer Meibe mit einer Function bes Snber al8 Factor verburnben,
pie fitv fid) allein mwieber eine lavithmetijdhe NReibe irgend weldher DOrdrung begeichnen
witthe, fo erhdlt man eine geometrijhe Meibe im weiteren Sinne oder eine ujam-
mengefebite Heihe, Aud) dieje Reihen lafjen fidh leicht fummiven.

el
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