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D) Die drei lepien Summenformeln laffen fidh al8 befonbere Fille ciner allge
meineven Summivungdaufgabe auffafjen.
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bic in Dent Gdlicbern vorfonumendben Factoven vom crjten Grabe, ¢8 ift aber and
moglih, Meiben zu bilben, in Ddenen diefe Factoren vom sweiten, iiberhaupt von
cinem Diheven Gvabe find. Jn allen betvachteten Fdllen war aber im allgemeinen
Gliche Der Meibe der Grad bed Jdhlers mindeftend wm zwei fleiner ald8 der Grad
bed MNenners, wovaud wir evwarten fnnen, dofi da, wo biefe Diffeveny nur eind
betrdgt, dic Neibe fich ber Summirung in endlidher Gejtalt entjieht.

g 14 Unendlide Meihen mit gebrodienen Gliedern. Sdammilide
im vorigen Paragraph betvachtete Meihen geben nody endliche Summen, wenn bie
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§ 15. 1. Die Glicber ber bigher fummirten gebrodhenen Meiben DHatten in ben
Bdblern und Nennern begitalicdh aleicdh viel Factoren. €3 laffen fich aber and) gewijje
Seiben mit gebrodienen Glicdern Jummiren, in benen bdie Wahl der Factoren mit
dem Smber wadit.
= ; 8%
Sebt man fy =

joift fo=1 und f,— 1t

» X b r
;L.‘:i- ax 1/ . - 1]k : = __n.\:——H- | 'J:l"l' \ !
T Gx gx—1b " (a—¢) oxb ? aljo ift > ¢ X 11— \gnb L)
ol y '| x4l I 2 ; - -
cept man allgemetner fo— o, o folat in gleidjer Weife

—GX TP fantv
c‘.‘.‘ ntmih iz

1k | -I|.|I|l'

2 cx 11101 _'d | I:I',_“”[J....l.
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Dier Finnen m und p jebe gangen, pojitiven coer neqativen Hablen bebeuten;

jebt man —m an bie Stelle von +- m, p=0 und bebenkt, baf ¢—mb- ( ]I i
M 4 § R

ilt, fo exhalt man:

nx 1 I 7 =|.“|, v
E""" wh g L b — ¢\ gn—mib -(¢—h)m "“J-
Beifpiele:
L 1.3 1.3.5 AEIS { nis
g ugdand st o gay T T
{ 2 | 24 2 406 ) n—1 ) nj2
| Li =t sk )La - _|_ a -
Eh BB T W L e ST Tt
{ 4 'Ml':"= | ;;I‘)I : | n—12 ] ni2
L B TR L e e © gu—1E  Pn—12
i B Qu—i2 1 { Pme )
fapfen e D i A b (e S
=8 ey | n—-1i2 S \1n-—12 J
] L3 1.3.bh, .35 71 , e Bt B B
T 2 1 2.4 15 2 46 et 9 n—1g } 9n--12
b 24 6 9 4.8 8 £ nj2 foand-12
24 o J'.i. = l'wh_; = L"II"‘ T = - =1 = - _l.
1 1. 3 1. 3. 5 ] n—12 5 \]n0-—-12 /

2. Jit bev Unteridied von a wnd ¢ cin Vielfadhes von b, fo echalten bdie
jpiteren Glicder ber Meihe im Jdhler und MMenmer gemeinjchaftliche Factoven, nad
peven Hebung bdie Neihe cine Gejtalt gewinnt, bie fdon oben behandelt ift. Dexy
Cinfacdhbeit wegen wollen wiv bei dicfem MRacdhweid p=0 wnd m=0 fepen. Jjt
nun a=c+rb, fo ift

hE :I,_ {". o T],')x 1/b fl"-—l- ]-'h:l.\' 1{b _['P _I__\-]-,')r 1|h

1.'-3 b X b c TII[\L'- _i_ |'|JJ x—1|h c rh

Hiernady it nun, wam nad) der Subjtitution dicjes Werthes mit e multi=
plicict wird:

(c+nb)¥t — ¢*?], cin NRefultat, weldes mit dbem im & 8, 4

: A 1
by o D r—i[b _ S
= (G- I\:]J_J L} =R

gefunbenen tibeveinftimmt,

b

e ———————
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it Bingegen ¢=a--rbh, fo folgt:
g X1l g—ib a0 (g - rh) ==L gt
¢xib :-:;I yrhyx® (a - rh)y=® (A — b - hx) rH1b |

Subftituivt man dicjen Werth, jo folat nad) Divifion mit a™:
1 P s 1 ‘J
\-21-.1 ~DbFhx)rFi b \a™™  (a+-bn)*P)
Dicies NRefultat ftinme mit bem tm & 13, 8 gefundenen liberein
Set man in unjever allgemeinen Fovmel b=0 fo ijt, ba bi¢ Factoviellen

jeist Botenjen weroen:
oL il-il-"‘_H' kY 1 ( il ntp A
R =)
\ @g=tm a4— ¢\ ¢ Urm Gt
= . .. pml = a : e e
Dultiplicict man dieje Gleidung mit -~ und jebt —=e, jo geht fe ither in
o e gx—1 T ER T e o Summenaleid Rer  Aeniies
Z(ax1) = { ? piefed i)t aber bie Defamnte Summengleidping  Der geome
e
trijchen Meibe
’ i b
3) Sept man fi=x - 10 Tolat: |
LI} L "
o ¥p—1ih  x+p—1|k
: : = S 4 :
fx — fxq = [a4+(p—m) b —e]x PETE T e
Es it aljp:
e qXx==p—1|b7 o n-pl b g Xp—1jb
= i 1 a 1 - i
> [x.8 St i 2
< cxE at-(p—m)b—c avtmb a-4-(p—m)b—e :Z'f. BERR=L
Da nun nad) bem Dbigen fich leidht eraiebt, baf
o xebn—1{1 o ntplh aplb A
}-(l Xt -, 1 [ arh aprt
~ pxtm—1b :i'i"-]'_]“‘;"I,.l]'_k' ',_.c.u::.l 1| em J'I.II

jo folat nad) einiger Swijdencednung:
ax+p=1 !.‘

> [\ L“ Fmb
1

a+(p—m)b—c

\ :|J|-|r".

|-|!: F
5o (240 m)h—e|n— (e + (m—1)b) o+ S |

it




Heifpiele :

B~ R0 3 1.3
z 2.4 2.4 6
7
1R 5hL Wizl
" o — =t
A S 1.3 5"

A o 128 1
I T _). . 9 7 3 _’_ J . } 3
] 9] ! b
ot e ey GO s
e s
A ] oo lage D
142 . 3 9 4 =
2.4 2
242 Lg. 246

4) Sept man allgemein f, —-

"!x-l'

(p—m)b—¢

[y kit ;w-J--l'-]

El’-‘]\']

¢xtmb |

1

at (p—m)b

Beifpiele:

s 2.4 20470

ESrs )

gitdip g Abig e
1. 3 1.3.5

s [FE 9 + 6 9 4 -+

r s
45
] n—12 ] nj2
11 - 92 1 - oF
. £} n—12 1 1 _3,, i
+n . — :
l 2 ]||: 1
3 5 | ] n—1 n-4-2 ] nig
LG T I T
4 6 2 1}2 1 ) pjg
3. 51 Sizl ] n—12 = | 1) [ - ._,-|'!|
B a8 in4-2 1n#
| gn—18 15 9 n—1[g
Bl | i =) n4-1/2
' s A [ 7 5 s 3
=N { n—1 B 7 | (2 0=ta): = 0]
kL g xdplb i
3 " .o it
Kl e sl
x:—il q %+p 1k x:—i 1 q x+p 1k .
kI *  oxtm (k 1)1 gxtm—ib: aljo:
i ]lltl g n-plb
a4(p—m)b—c k! go—ub
E y k=1t g x+p—ifh
e (|x ]}1 ¢ X4 ~1bs
;D= 1) 112 nnfbhH) 18
e 2 2“};.’ > 6 P
n{n4-1) 122 n(3n4-7) 1 nt1e
O 208 30 SR
nn41) 108 16n*4-39n4 16 1n»H#
Py Ty e e 210 B T
n#l ]o—12 n(n?4Tn4-22) 10
e T 30 R
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P EVN T R ) SN e . NIEN, TR oy A S e =
L6
L, bt ) 1.3.9 nd 1nE  p(Hn®4-2Tn - 38) 170
5] |-.I.LJ it “'2’.1 R Y e 510  Tovw
i- ;: ]. :;, [+ F n::l ] njz
L 2o g bl Sa i g - Dl
35n% - 195n? 4 304n - 96 11#

5 285179 T Qu—1

Beachtet man, daf n*=n3—n und n?=n%"—3n* 4n wu. 1. f, o fart man
bie vorftehenden Meiben audy fiir den Fall leicht jummiven, wenn die Eoefjicienten
ber eimgelnert Glicder nad) Potengent ber natiivlidhen Jahlen jortichreten,

Beijpiele:

i 155 150 e i e e R
__:.l —l_"l-":j. —J +”.f_j_ _l._l;'i""'l “":]": ; !:-, E ‘:”._.'
1 ylma e i 3D e e bl n(1bn24-18n4-2) 1n+E
o1 Ouigag Tatoads T g D58 e oo

g 16. Unenbliche Meiben.

1) €5 entfteht mun die Frage, ob Neiben von ber im vorigen Paragraphen
betrachteten Fovm unter gewiffert Wmftdnden audh ald unendliche Reiben jummirbar
find. Diefe Frvage. hingt mit der anbdern jujammen, welden Werth der Luotient
:1I!|I £ i T o = : . o e = .
onb fiit n =coamuimmt.  3ft a=c¢, fo ift offendar der Werth diejes Duoticnten
bet Ginheit gleid; it aber a>c, fo ift biefer Werth wnendlich gvof.  Selt man
a=c- d, {o with

gob dy
I nbh I|._. 1 -l-

5 [ [ i d

fay e | 14 |-
| \ l ¢--(n l]ln,!

¢ ,JI ' (T h,.'l T R :

Tird bie Multiplication auf der tedhten Seite ausgefiihrt, jo folgt:
P i ' ] o}

1 1 1

(1
Lol A g B = L
1 +d \e GEED e ah "¢ (n—1)b

|- a2 ()

Da abet die im jweiten Giliebe bdiejer Entwidhmg enthaltene hormonijche Meile

1 1 == 1
¢! e+b" e+2h ¢+(mn—1)b
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fliv n=oco einen unendlidh grofien Werth hat, fiiv weldhe Behauptung der befannte
Reweid hior dberantiae R o S R LR
cwetd brer dtberpanaen werben fann, fo ijt atkch)  der Lluoftent oulb fiic a=¢ und
n=oco unenblid) grof. Sofovt folgt mun, baf diefer Quotient filr a<e und n-
verjdwimdend flein wirh.
g ifplb arb_(a - ph)nib

2) Nun it - -

enfmb — gull (@ )b Wenden wiv hievanf bie eben gerwon

nenen Jefultate an, jo folgt baf fiix n—
a nplh a Pl

e L ; ol %
1. ber Liuotient | cnolich und zwar gleid) — ijt,
4 t: mo

n=m!b
wentt a 4 pb=c¢ + mb oder a=c¢ 4+ (m—p)b ijt;

2. er {ft unendlid grof, wemn a>e¢ -+ (m—p)b ijt;

3. ¢v ift unenbdlid) flein, wenn a < e 4 (m—p)b ijt.

3) €8 ijt nkt grmr aPlh, (a--pb)=t. n .
Wzl “enrwh  gm—kb _[¢ 4 (m —k)b|*® . [e+ (m+n—k)b|EP
e nkt ; o . 1 :
Ler aluotient it fity n oen Werth — an, folg
e+ (m+n—k)b| &> G ; ) px O 1098
i e e LA e 4 :
lich 1t ber Duotient n kL —afmp WU I =00 und fiiv a=c-+ (m —p—Kkb gleid
apk W o 2 AT o
ik gu—kn ¢ it unendlidh gvop, wenn a>e+ (m—p—Kk)h ijt, und er ift

unendlic) flein, wenn a <c+4 (m—p—k)b ift.

Hiernad) Fonnent mur bie oben aufgeftellten allgemeinen Summenforneht untey-
judt werben.  Sollen bie Rethen audy ald unendlidhe funumicbar fein, jo muf in ber
Summenformel dad ben Budiftaben n enthaltende Glied fiiv n =oo entweder endlid)
ober unendlich flein werben. Da ber exfie Fall nue cintreten fann, wenn die Diffe-
reng vou a und ¢ cin BViclfaches von b ift, jo gehiven die betreffenden Meiben fritheren
cinfacheren Formen an und fonmven bier iibergangen werben; ed bleibt aljo mur ber
dall ju unterjuchen, wenn bieje Glicder der Swmmenformel verjdwinden.

gr

4) Wenden wir nun dad gefundene Merbmal bed  Verjdwinbend  von

‘ bplb
i s A

filt n=oco auf bie im vorigen Pavagraph gefundenen Summenformeln

G
ant, fo cxhilt man folgenbe Summen:
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F qxtp—1b | : : ]
T e — Le—, menn a<<c+ (m—p)h
1 o xrmb © 'i'HH_E'] |J'_'i! ¢ mib
_1" : x4p—1lh iLI'I' -
K B 2 . 57— RN A< - (m—p—1)b,
1 ¢xtulb — g (m—p—1)yb—al*h cm—1b
E* x KL g xtp—1b | B k=1l gx+p—ib
! ; kI 7 extmb c+(m—p)b—a=; (k—1)! cxro=uk"f
! ! wemt a<c4+ (m—p—k)b
' | Turd) fortaefeste MAnwendung dicjer Fornel exhalt man:
il _
| JLxEHL g 1]l 1 aplb :
e ; — penna<eFm—p—kb.
! i j 2. k]  gxtmpb [¢ +(m—p—k)b—a[*+ih " g m—kbs T50 ! ]
1]
I Betfpiele:
)
I 3 Sty ERa
Al L A= L 4= L. ]‘J,- ’. - - - 1 Inf. i,
§ L S L e e
Lo 1S e TLBIBaT s et
4L 6 468" 46810° : '
s 1.3.5.1 e
| = - — <4 - 1n Inf. = 4.
L B 810
N el S 1.2 3 ! 1.2.3 4 I in inf
-+ —+ — ! TR ; v 4+« in infl
T n(n+1) ' n(n+1)(n+2)  nn+1)(n+4+2)n-43)
h 9 Tentt n> 2z,
1 12 L [ ATE 1. 2.3:4 pii
- 2. e s I . b S ey e vt in inf.
1 n(n--1) n{n-+1)(n+4=2) nin4+1n+42)n-+3)
=

= s —< . enn n> 3.
(n—2)(n—3) i

9. Summirung dev Wervthe goniometrijdier Funftionen.

§ 17. Ginjadje goniometrijhe Meiben.

1) Setit man fy=sin. (a+x3), fo ift )

. & : . ! e v 1y
Iy Ly =8 (¢+4x8)— sin. (a4 (x—1)3) = 2sin. 5 CO8. [u | (x = ),--.’|

= \
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